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UNG DUNG CUA PAO HAM DE KHAO SAT
VA VE PO THI CUA HAM SO

Bai 1: TINH PON PIEU CUA HAM SO
1.1 TOM TAT LY THUYET

1. Pinh nghia :

Gia st K la mot khoang , mot doan hodac mdt nira khoang . Ham so f xac dinh
trén K dugc goi la

e Dong bién trén K néu v6i moi r,7,€ K,7, <1, = f(x ) (%)’

e Nghich bién trén K néu vdi moi r,7,€ K,o, <1, = f( )> f(xz)

2. Pieu kién can dé ham so don diéu :
Gid str ham s0 f c¢6 dao ham trén khoang 1

e Néuham sd f dong bién trén khoang I thi f' ( ) véimoi z € [

e Néuham s f nghich bién trén khoang I thi f' ( ) <0 voimoi ze [.

3. Piéu kién di dé ham sb don diéu :

Giad su I 1a mot khoang hodc ntra khoang hoac mot doan , f1la ham $6 lién tuc
trén I va c6 dao ham tai moi diém trong cua [ (tuc la diém thudc I nhung
khoéng phai dau mit caa I) .Khi d6

e Néu f'(a;) >0 véimoi = € I thi ham s6 f dong bién trén khoang I ;

e Néu f'(a;) < 0 véi moi x € Ithi ham s f nghich bién trén khoang I ;
e Néu f'(a;) =0 véi moi = € I thi ham s6 f khong ddi trén khoang I .
Chiiy :

e Néuham sb f lién tuc trén [a; b] va c6 dao ham f' (z) > 0 trén khoang
(a;b) thi ham s& f ddng bién trén [a; b] .

e Néu ham sb f lién tuc trén [a;b] va c6 dao ham f'(:p) < 0 trén khoang
(a;b) thi ham s& f nghich bién trén [ a;b].

e Giastrham sd f lién tuc trén doan [a; b] .

* Néu ham sb f ddng bién trén khoang (a; b) thi né dong bién trén doan

[a; b] .
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* Néuham sd f nghich bién trén khoang (a; b) thi n6 nghich bién trén doan

[a;b] .

*  Néuham sd f khong dbi trén khoang (a;b) thi khong d6i trén doan [a;b} .
4. Dinh 1y mo rong

Gid st ham s6 f c6 dao ham trén khoang I .

e Néu f'(z) >0 véi Vze I va f'(z) =0 chi tai mot s6 hitu han diém thudc
I thi ham s6 f dong bién trén khoang I ;

e Néu f'(z)<0 véi Vze I va f'(z) =0 chi tai mot s6 hitu han diém thudc
I thi ham sd f nghich bién trén khoang I .

1.2 DANG TOAN THUONG GAP

| Dang 1 : Xét chiéu bién thién ciia ham s6 .

Xét chiéu bién thién ciahamsb y = f (a:) ta thuc hién céc budc sau:

¢ Tim tap x4ac dinh D cua ham so6 .

¢ Tinh dao ham y' = f'(z).

e Tim céc gid tri cua x thudc D dé f'(:p) = 0 hoac f'(:p) khong x4c dinh
(tagoiddla diém téi han ham sd ).

e Xétdau y'= f'(x)trén tung khoang x thudc D .

e Duya vao bang xét dau va diéu kién du suy ra khoang don di€u ctia ham so0.

Vi du 1: Xét chiéu bién thién cta cdc ham s sau:
T+ 2 -z’ +2z -1

1' y: 2' y: u
r—1 T +2

Giai:

T+ 2

1. y=

i -1

*

Ham sb da cho xdc dinh trén khoang (—oo;l) U (1; +oo) )

* Taco: y'= - - <0,Vz #1
(:E -1
* Bang bién thién:
T | —o° 1 +oo
y' - -

y 1\\\\\\\\$ +w_\\\\\\\\*1
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Vay ham s6 dong bién trén mdi khoang (—oo; 1) va (1; +oo) .

-+ 22 -1
x+2
* Ham sb da cho xdc dinh trén khoang (—oo;—2) U (—2; +oo).

2. y=

— 2_
* Tace: y'= = —1*D yyp o
(ZB+2)
< 0 T =-5
=0
Y z=1
* Bang bién thién :
T | —o -5 -2 1 Fo0
y' - 0 + + 0 -
ER) +oo

Vay, ham s6 dong bién trén cic khoang (—5; —2) va (—2; 1) , nghich bién trén céc
khoang (—oo;—5)vé (1;+<><>).
Nhdn xét:

ax +b

cr+d
bién trén tung khoang xac dinh cua né.

*Poi véi ham so y =

(a.c # 0) ludn dong bién hogc ludn nghich

2
Lo e A ar” +br+c . . L. . . \ n
* Poi voi ham so y:‘—b‘ ludn c6 it nhat hai khoang don diéu.
a'r+

* Ca hai dang ham s6 trén khong thé ludn don diéu trén R .

Bai tap twong tw :
Xét chiéu bién thién cua cac ham so sau:

1.y:2x—1 4y = 3z

z+1 z +1
2.y2x2+4x+3 5'y2x2—4x+3
T+ 2 2% — 22— 4
3.y=$+1 6 y:x2+2x+2
3\/; ' 20" +x+1

Vi du 2: Xét chiéu bién thién ctia cdc ham sd sau:
1.y:—$3—3$2+241’+26 2_y:1‘4—6$2+8$+1
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Giai:
1. y= —2° — 32> + 242 + 26
* Ham sb da cho xéc dinh trén R.
* Tacé: y'=-32" — 62 +24
r=-4
y'=0-32"-6r+24=0
T=2
* Bang xét ddu cta y':
T |—oo —4 2 400
y' | - 0 + 0 -

+ Trén khoéng(—4;2) :y' >0 = y dong bién trén khoang (—4;2) ,
+ Trén moi khoang (—oo; —4),(2; +oo) :y' < 0 = y nghich bién trén cdc
khoéng(—oo; —4), (2; +oo).

Hodc ta co thé trinh bay :
* Ham so da cho x4c dinh trén R.
* Tacé: y'=-32" — 62 +24
) r=-4
y'=0 32" -6x+24=0&
=2

* Bang bién thién :

xr | —oo —4 2 +o0

yl

- 0 + 0 -

oo
y \
Viy, ham s6 dong bién trén khoang (—4; 2), nghich bién trén cc khoang
(—ooy—4) va (2;+e0).
2. y=1z'—62" +8r +1
* Ham sd da cho xéc dinh trén R.
* Tacé: y' =42’ —122+8 = 4(x — 1)’ (z +2)
T =2
r=1

y'=04(z-1)P2+2)=0c

* Bang xét dau:
z | —eo -2 1 +oo
y' | - 0 + 0 +
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Vay,ham s6 dong bién trén khoang (—2;+c0) va nghich bién trén khoang
(=02 —2).

Nhdn xét:

* Tathaytai x =1 thi y = 0, nhung qua d6 y' khong doi dau.

* POi véi ham bac bdn y = az* + bz® + cz® + dz + e 1udn c6 it nhat mot
khoang dong bién va mot khoang nghich bién. Do vy véi ham béc bon
khong thé don diéu trén R.

Bai tap twong tw :
Xét chiéu bién thién cua cac ham so sau:

_ 3 2
1. y= 27 -32" +2 5.y=—éx5+$3+8
2. y=12"+32" + 3z +2
_1 5 4 2
3.y = _iz4+2$2_1 6. y—5x 42x +—z" -2z
4. y=2"+22" -3 7.y=9z7—7x6+%z5+12

Vi du 3 : Xét chiéu bién thién ctia cac ham so0 sau:

1. y=+z’ -2z 3. y=aVl-27
2. y=N3z" -2’ 4. y=x+1-2V2" + 31 +3

Giai:
1. y=+vz’ -2z2.
* Ham sb da cho xdc dinh trén mdi nira khoang (—oo; 0] U [2; +oo) .

r—1

Nzt -2z

Ham s khong c¢6 dao ham tai cac diémz = 0,2 =2.
Céch1:
+ Trén khoang (—00;0) :y' < 0 = ham s nghich bién trén khoang (—oo;()),

* Tacé: y'= V€ (—0030) U (2+e0).

+ Trén khoang (2; +c>o) :y' >0 = ham ) déng bién trén khoang (2; +c>o) .

Cach2:

Bang bién thién :
€T —00

!

y —

y \
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Vay , ham sb nghich bién trén khoang (—oo; 0) va ddng bién trén khoang (2; +oo)

2. y=+32" -2’

* Ham s0 da cho xdc dinh trén nira khoang (—oo;3].
32z — z*)

23z —2*

Ham s6 khong c6 dao ham tai cdc diémz = 0,z = 3.

* Taco: y'= ,V:ve(—oo;O)u(O;?)).

Suy ra, trén moi khoang (—oo;O) va (0;3): y'=0 =2

Bang bién thién:
X —O0Q 0 2 3 +oo
yl

- | + 0 - |
Ham s6 dong bién trén khoang (0;2) , nghich bién trén cdc khoang (—o0;0) va
(23).

3. y=aV1-12"

* Ham sd da cho xéc dinh trén doan [—1; 1] .

1—222

* Taco: y'= ,Vxe(—l;l)
V1-2?
Ham s6 khong c6 dao ham tai cdc diémz = —1,2 = 1.

J2

Trén khoang (-1;1): y'=0 & z = J_r7

Bang bién thién:
x

V2 V2

Ham sé ddng bién trén khoang [—7 ,7J , nghich bién trén mdi khoang

10
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4. y=z+1-2V2> +3z+3

* Ham s0 da cho xdc dinh trén R .

K Taco: y'=1-——ttS

2 +3x+3

3
= ——
y'=0 V' +32+3=22+3 2 s r=-1
2
2’ +3z+3=(22+3)
Béng bién thién :
T | —oo -1 +o0
yl

Ham s6 dong bién trén khoang (—eo;—1), nghich bién trén khodng (—1;+o0).

Bai tap twong tw :
Xét chiéu bién thién cua cac ham so sau:

1. y=+2z -2’ 5.y =(4-32)V6" +1
2. y=z+1-Vz’ -4z +3 6 _*/2:1:2—:10+3
3. y=%3z-5 SRR T

4. y:3[$2_2x 7. y:%
T —x+3

Vi du 4 :Xét chiéu bién thién ctia cdc ham s6 sau: y = z° — 2z — 3 |

Giai:
, @’ —2r—3 khi z<-1 v 223
y=l2°-22x-3]| =
-2’ +2z+3 khi —-1<z<3

* Ham sb da cho xéc dinh trén R .
 Ta g ' 20 -2 khi z<-1 v >3
A Y T 9r42khi —1<z<3

Ham s khong c6 daoham tai z = —1 va z = 3.
+ Trén khoang (—1;3):y'=0 Sxr=1;

+ Trén khoang (—oo;—l):y' <0;

+ Trén khoang (3;+00):y' >0.
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Bang bién thién:
r | —oo -1 1 3 +oo
y' - | + 0 - |

Ham s6 dong bién trén mdi khoang (~1;1) va (3;+e0), nghich bién trén mdi
khoang (—eo;—1) va (1;3).

Bai tap twong tuw :
Xét chiéu bién thién cua cac ham so sau:

1.y=|2" -5z +4 3.y=—x+1—2x2+5x—7‘

2. y=-3z+7+V2’ =62 +9 4-y=$2+$2—7$+10‘

Vidu5:

Xét chiéu bién thién cua ham sé sau: y = 2sinz + cos2z trén doan [O; 75].

Giai :
*  Ham s da cho xdc dinh trén doan [0; 71']
* Taco: y'=2cosx(1—2sinx),xe [0;7[].
T € [O;ﬂ']

Trén doan [0;75]: y' =0 COSI:O@xzzvxzzvxZS—ﬂ.
) 1 2 6 6
sinz = —

2

Bang bién thién:

x

!

Y

Y

Duya vao bang bién thién suy ra : ham s6 dong bién trén cdc khoang (0;%} va
T 5T . A A \ T ) |57
By ;? , nghich bién trén cic khoang E,E va | —; 7 |.

Bai tap twong tw :
Xét chiéu bién thién cua cac ham so sau:
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. n , T
1. y = sin 3z trén khodng (O;EJ.

_cotx

2.y trén khoang (O;ﬂ').

X

3.y= ésinélx —i(\/g - \/g)coslr trén khoang (0;%}.

4. y = 3sin x—z + 3 cos x+z trén doan [0;75].
6 3

Vi du 6: Ching minh ring ham sé y = sin® z + cos z ddng bién trén doan

{O; %} va nghich bién trén doan {% ; 75} .

Giai :
* Ham sb da cho xéc dinh trén doan [O; 75]

* Tacé:y'zsinx(2cosx—1),xe(O;f[)

N . NI 1 V.4
Vize (0;7[) = sinz > 0 nén trén (O;ﬂ') cy'=0& cosz :E =¥ =§.
A , T A 1s A A A A T

+ Trén khoang (O;EJ:y' > 0 nén ham s6 dong bién trén doan {0;5}

+ Trén khoang (%;75} :y' < 0 nén ham sd nghich bién trén doan {%;ﬂ} .

Bai tap twong tw :
1. Chirg minh rang ham sb f (a;) = (a; —sin x) (7[ — 1z —sin x) ddng bién trén

doan {O;E}.
2
2. Chirmg minh rang ham s y = cos2z — 2z + 3 nghich bién trén R.
3. Chung minh rang ham sé y = ta ng dong bién trén cdc khoang (O;ﬂ') va

(75; 275).

4. Ching minh rang ham sé y = cos 3z + % dong bién trén khoang (0;%] va

nghich bién trén khoang 1;1 .
18 2

13
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Dowwnload Ebhook Frees )

| Dang 2 : Tuy theo tham sé m khio sat tinh don diéu ciia ham s6 . |

Vidu: Tuy theo m khéo sét tinh don diéu ctia ham so:
1 1

y=—a’ ——m(m+1)x2 +mlz+m’ +1
3 2

Giai:
* Ham so0 da cho xdc dinh trén R.
* P 2 3 s 2 2
Tacé y'==x —m(m+1)x+m vaA=m (m—l)
+ m=0thiy'=2°20,Vee R va y'=0 chitai diém z = 0. Ham s6 ddng

bién trén mdi nira khoang (—oo; O] va [O; +oo) . Do d6 ham s6 dong bién trén R.
2 - r
+ m=1thiy'=(z-1) 20,Vee R va y'=0 chi tai diém = = 1. Ham s§

ddng bién trén mdi nira khoang (—oo; 1] va [1; +oo) . Do d6 ham s ddng bién

trén R.

+ m#0m#1khidéy'=0< -
rT=m
- Néu m < 0 hodc m >1 thi m < m’
Bang xét dau y':
x ‘—oo m m,2 +oco
y" + 0 - 0 +

Dua vio bang xét ddu, suy ra ham s6 dong bién trén céc khoang (—oo; m) va
2 .o A ) 2

(m ;+oo), giam trén khoang (m;m )

-Néu 0<m<1 thim>m’

Bang xét dau y':

T ‘—oo m? m +o0
y' | + 0 - 0 +

Duya vao bang xét dau, suy ra ham so6 dong bién trén cac khoang (—oo; mz) va

m;+oo ), giam trén khoang (m*;m).
(1m4=2) (m*sm)

Bai tap tw luyén: )
Tuy theo m khéo st tinh don di¢u ctia ham so:
15 1 A
1. y==2"—=—ma*> +m’z+m -3
3 2

2. yzé(m—l)x?’—%(m—l)x2+x+2m+3

14
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| Dang 3 : Ham s don di¢u trén R .
Str dung dinh 1y vé diéu kién can
e Néuham sb f(x)dorn di€u tang trén R thi f'(x) >0,Vze R.

e Néuhamsd f(z)don di¢u giam trén Rthi f'(z) <0,Vze R.

Vidu 1: Tim m d€ cac ham s0 sau luon nghich bién trén moi khoang xac
dinh .

:mx+3—2m —2x2+(m+2)x—3m+1

1.y

rT+m r—1

mx+3—2m
l.y=—m—
T+m

* Ham s6 da cho xdc dinh trén khoang (—oo;—m) U (—m; +oo)

2
+2m —
* Tacé:y'zm—mgg,x;t—m.
(z+m)
Cach1:
* Bang xét dau y'
m ‘ —00 —3 1 ~+o0
y" + 0 - 0 +

Duya vao bang xét diu ta thay

Néu -3 <m <1 thi y' < 0 = ham sd nghich bién trén mdi khoang (—oo;—m) ,

(—m;+o0).

Cach2: )

Ham s6 nghich bién trén tap xac dinh khi :

y'<0,Vxe (—oo;—m)u(—m;+oo) em +2m-3<0e -3<m<l1

—2x2+(m+2)x—3m+1 1=2m

2. y= =-2z+m+

-1 z—1

* Ham sb da cho xdc dinh trén khoang (—oo;l) U (1; +oo) .

2m —1
+—

(z-1)

* Taco: y'=-2 r#l

15
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m <

+ = y'< 0,z # 1, do dé ham sé nghich bién trén mdi khoang (—oo;l),
(1; +<><>) .

1

2
1 ... . o n s A A

+ m> B khi d6 phuong trinh y' = 0 ¢6 hai nghiém z, <1<z, = ham s6 dong

bién trén mdi khoang (xl; 1) va (1; T, ) , truong hop nay khong thoa .

. LN G
Vay m < 5 thoa man yéu cau cua bai toan.

Bai tap twong tw :
Tim m dé cac ham soO sau luén nghich bién trén moi khoang xac dinh .

z—m’+7Tm-11 m—-1)z* +2z+1
_ (m-1)

1.y 3.y =

z-1 Y r+1
5 _(m—l)x+m2+2m—3 x2—2(m+2)x+m—1
Y T +3m doy= z—3

Vidu2: Tim m dé cdc ham sb sau ludn nghich bién trén R .
1. y:—%x‘q’ +22° +(2m+1)x—3m+2

3
2. y=(m+2)%—(m+2)x2+(m—8)x+m2—1

Giai:
1. y:—%x‘q’ +22° +(2m+1)x—3m+2

* Ham sb da cho xdc dinh trén R .
*Tacé: y'=—2"+4z+2m+1vacéd A'=2m+5
* Bang xét dau A'

m —00 5 +co
2
A" - 0 +
+ mz—g thi y'=—(z—2)2 <0 v6imoi z€ R va y'=0chi tai diém z =2

Do d6 ham s6 nghich bién trén R .

+ m < —gthi y'<0,Vz e R.Do d6ham sb nghich bién trén R.

16
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5 .. . n N £ 1A N
+m> _Ethl y'=0 c6 hai nghiém z ,, (xl < xz). Ham s6 dong bién trén

1772

khoang (:z: | ) . Truong hop nay khong théa man .

3
2. y=(m+2)%—(m+2)x2+(m—8)x+m2—1

* Ham s6 da cho xéac dinh trén R .

*Tacé y'=(m+2)z" —2(m+2)z+m-8 .

+m=-2,khidé y'=-10<0,Vz e R = ham sb ludn nghich bién trén R.

+m # -2 tam thic y'=(m +2)2> —=2(m +2)r + m —8 ¢6 A'=10(m + 2)
*Bang xét ddu A'

m | —oo —2 +oo

A" - 0 +
+ m < -2 thi y'<0 véimoi z € R.Do d6 ham sd nghich bién trén R .

_ Y ool = 2 hai ‘A N A A . X A
+ m >=2thi y'=0 c6 hai nghiém z,z, (:z:1 < xQ). Ham s6 dong bién trén

khoang (:z: | T ) . Truong hop nay khong théa man .

17772
Vay m < —2 12 nhitng gid trj can tim.
Bai tap twong tuw :
Tim m dé€ cdc ham s0 sau luén nghich bién trén moi khodng xac dinh .

l.y=2+2+ 3.y=%x3—m2x+1

z—1
m+ 4
T+ 2

2_y:(m—1)1’—3— 4.y=2mx4—m2$2+m—1

Vidu 3: Tim a dé cic ham s6 sau ludn dong bién trén R .
1
1. y:§x3 +azr’ +4z+3

2. yzé(aQ—l)x3+(a+1)m2+3x+5

Giai :
1. y=%x3+ax2+4x+3

* Ham sb da cho xac dinh trén R .
*Tacéy'=2"+2ax+4 vicé A'=a” -4
* Bang xét dau A'

17
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+ Néu -2<a<2thiy'>0 véimoi ze R.Ham s y dong bién trénR .
r 2

+ Néua=2thiy'=(z+2) ,tacé: y' =0 z=-2y'>0,7#-2. Ham
s6 y ddng bién trén mdi nira khoang (—oo;—Q} va [—2;+oo)nén ham s6 y dong
bién trén R .

+ Tuong tunéu a = -2 . Ham s6 y dong bién trén R .

+ Néua<-2 hodc a > 2 thi y'=0 c6 hai nghi¢m phan bi¢t = ,z,. Gid st
z, < z,. Khi d6 ham s6 nghich bién trén khoang (a:l; T, ) ,d6ng bién trén mdi
khoang (—oo;xl)vé (x2;+oo). Do d6é a < -2 hodc a > 2 khong thoa man yéu
cau bai todn .
Vay ham s0 y dong bién trén R khi vachikhi -2<a <2.

1
2. y=—(a’ -1)2’ +(a+1)2° + 32 +5
R )

* Ham s6 da cho xéac dinh trén R .

*Taco: y'=(a’—1)2’ +2(a+1)z+3 va 6 A'=2(-a’ +a +2)

Hamsé y dong bién trén R khi vachikhi < y'>0,Vze R (1)
+Xéta’-1=0a=1%1

ca=1=y'=42x+3 =y'20& xz—%:azl khong thoa yéu cau bai

toan.
ca=-1=9y'=3>0 Vze R = a =-1 thoa min yéu ciu bai toan.

+Xéta'-120=a %+l

* Bang xét dau A'
a | o -1 1 2 oo
Al -0 + o -

+ Neua<-1va>2thiy'>0véimoi ze R.Hamsé y dong bién trénR .

r 2
+ Néu a=2thiy'=3(z+1) ,tacé:y'=0e z=-1y"'>0,z%—1. Him
s6 y d@)ng bién trén mdi nira khoang (—oo;—l] va [—1; +oo)nén ham sé y

ddng bién trénR .

18



Nguyén Phi Khanh — Pa Lat .

+ Néu —1<a<2a#1thi y'=0 c6hai nghiém phan biét T, x,. Gid st
z, < z,. Khi d6 ham s4 nghich bién trén khodng (zl; z, ) ,dong bién trén mdi

khoang (—oo;:nl)vé (x2;+oo) .Do d6 -1 < a < 2,a # 1 khong thoa man yéu cau

bai todn .

Do d6 ham s6 y dong bién trén R khi vachikhi a <-1va >2.

Vay v6i 1 < a <2 thi ham s6 y dong bién trénR .

Bai tdp twong tw: . ) N

Tim m dé€ cdc ham s0 sau luén dong bién trén moi khodng xac dinh .
1 m

l.y=—2"-—2"+(m*-3)z -1

y=ga'=gat+(m =3

x3

2. yzg—me +(m+2)$+3

3

3. y:(m+2)%—(m—1)x2+4x—1

3

4. y=(m—2)%—(2m—3)x2+(5m—6)$+2

Chii y :
Phuwong phap:
*Ham s6 y = f(z,m) ting trénR & y'>0 Vz e R & min y'>0.
zeR
*Ham s6 y = f(z,m) giam trenR < y'< 0 Ve e R & maz y'<0.
zeR
Chu y:
D Néu y' = a2’ + bz +c¢ thi
fa=b=0
c20
*y'>20Vee R e
a>0
A<L0
(a=b=0
c<0
*y'<0VeeRs
a<0
ot

19



Nguyén Phi Khanh - Pa Lat .

2) Ham dong bién trén R thi n6 phai xéc dinh trén R .
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| Dang 4 : Ham s6 don diéu trén tap con caa R . |

Phuwong phdp:
*Hamsd y = f(z,m) ting Ve e [ & y'20 Ve I & min y'>0.
xel
*Ham s6 y = f(z,m) giam Vo e ] & y'<0 Vze I & maxy'<0.
xel
Vidu1: Tim m dé cdc ham sb sau
1. y="2 4 ludn nghich bién khoang (—oo;l).
r+m
2. y=12"+32" + (m + 1):1: +4m nghich bién trén khoang (—1;1).
Giai :
1. y= ma +4 ludn nghich bién khoang (—oo;l).
r+m

* Ham s di cho xdc dinh trén khoang (—oo; 1) .

2

£ m -
* Tacdy'=————,x#-m
(z+m

y'<0,Vze (—ool)

-m & (—oo;l)

m?>—4<0 —2<m<?2 2<m<?2
=S =S =S & -2<m< -1

Ham s6 nghich bién trén khoang (—oo;1) khi va chi khi {

-m & (—oo;l) -m 21 m < -1
Vay : véi —2 < m < —1 thi thoa yéu cu bai toan .
2. y=2"+32" + (m + 1)3: +4m nghich bién trén khoang (—1;1).
* Ham sb da cho xdc dinh trén khoang (—1;1) .
* Tacé: y'=32" +6x+m+1
Cach 1:
Ham s6 da cho nghich bién trén khoang (~1;1) khi va chi khi
y'<0,Vxe (—1;1) hay.
Xétham sb g(z) = (32" + 62 +1),Vz € (-1;1)
= g'(:ﬁ) =—6x—-6<0,Vzre (—1;1) = g(:p) nghich bién trén khoang (—1;1)
a li = -2, =-10
v lim g(z) = =2l 2)
* Bang bién thién.
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T -1 1

-2

g(x) \

Vay m < —10 thoa yéu cau bai todn .

-10

Cach2:

f”(:E) =06z +6

Nghi¢m cta phuong trinh f”(x) =0 1a z =-1<1.Do d6, ham sb da
cho nghich bién trén khoang (—1;1) khi va chi khi m < lim g(z) =-10.

1"

Vay m < —10 thoa yéu cau bai todn .

Bai tgp tw luyén:
Tim m dé cdc ham so sau:
1. y= ma ~ 1 ludn nghich bién khoang (2;+oo).
T —m
2.y = v 2m 1udn nghich bién khoang (1;2) .
(2m + 3) T—m
2 -2m . . X \
3. y = — ludn nghich bién khodng (—oo;()).
T —m
(m — 1) 2 +m ) .
4. y = ludn nghich bién khoang (0;1).

T+ 3m

Vidu 2: Tim m dé cidc ham so sau

1. y=22" -2z + mz —1 ddng bién trén khoang (1; +oo) .

2. y=ma* —z* + 3z +m — 2 dong bién trén khoang (—3;0).

3. y= %maf‘ + 2(m - 1)x2 + (m — 1)3; + m dong bién trén khoang (2; +oo) .

Giai :
1. y=2z* -2z + ma —1 dong bién trén khoang (1; +oo) )

Ham sé di cho xdc dinh trén khoang (1; +oo) .

*

Tacé:y' =62 —4z+m
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Ham s6 da cho ddng bién trén khoang (1;+e) khi va chi khi

y'2 0,z e (Li+eo) & g(z) = 62" —dz 2 -m,z > 1

Xétham s6 g(z) = 62° — 4z lién tyc trén khoang (1;+eo), ta ¢
g'(z) =122 -4>0,Vz >1 < g(z) dong bién trén khoang (1;-+eo)
va lim g(z) = lim (627 — 42) = 2, lim g(2) =+

z—1" 1" T—>teo

* Bang bién thién.

T -1 +o0

9'(v) +

9(z) / N
-2

Duya vao bang bién thién suy ra 2 > —m < m > -2

2. y=ma® —z° + 3z +m — 2 dong bién trén khoang (—3;0).

* Ham s di cho xdc dinh trén khoang (—3; O) .

* Tacé:y'=3mz’ —2r+3

Ham sd da cho dong bién trén khoang (—3;0) khi va chi khi y' > 0,
Vze (-3;0).

Hay 3ma” -2z +320,Vz € (-3;0) & m > 2:;_23,V$€ (-3;0)
i

Xét ham sb g(:c) ==

3 lién tyc trén khoang (—3; 0), ta cod
T

2
_p2
g'(m)z 6:1:9;;18:1:

W i g (s) = =l os) = =
* Bang bién thién.
T -3 0

<0, Vzxe (—3;0) = g(x) nghich bién trén khoéng(—B;O)
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< 1 S 4
Dua vao bang bién thién suy ra m > 5
_ 1 3 _ 2 _ A - X A . .
3. y= §m$ + 2(m l)x + (m 1):1: + m dong bién trén khoang (2, +o<>) .
* Ham sb d3 cho xdc dinh trén khoéng(2; +oo) )
* Tacd:y'=ma’+4(m-1)z+m-1
Ham s6 ddng bién trén khoang (2;-+ee) khi va chi khi

y'20,Vze (2+o) o ma’ +4(m-1)z+m—120,Vze (2+eo)

(2 +4z+1)m2 v+ 1V e (2+o) & m z%,vxe (2;+o0)
T +4r +
e s £ 4 1
Xét ham so g(:c) = #Z-l—l’x € (2;+oo)
= g'(x) = M <0, Vze (2;+oo) = g(z) nghich bién trén khoang
(m2 +4z+1
<1 9 . B

(2;+oo) va 111_)151 g(m) = E,}Lrﬁog(m) =0
Béng bién thién.

X 2 +o0

9'() -

9

R 9 s A A e s
Vay m > T thoa y€u cau bai toan .

Bai tgp tw luyén:
Tim m dé cdc ham so sau:
m$2+(m+1)$—1 ) »
1. y= dong bién trén khoang (1; +oo) .
2z —m

2. y=2"—ma’ —(2m2 —7m+7)m+2(m—1)(2m—3) ddng bién trén

khoang (2; +oo) .
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3. y= %mﬁ —(m —1)2* + 3(m — 2)z + 1 dong bién trén khodng (2;+eo).

Vidu 3: Tim m dé cac ham so sau :

_mx2+6x—2

1.
Y T+ 2

nghich bién trén nira khoang [2; +oo) .

2.y =2 —(m+1)z’ —(2m’ — 3m + 2)z + m(2m — 1) dong bién trén nira
khoang [1; +oo) .

Giai :
_ mx® + 6z —2

1.
Y T+2

nghich bién trén nira khoang [2; +oo) .

* Ham s dé cho xdc dinh trén nira khoang [2; +oo)

* Tacé y'=32" —2(m +1)x —(2m* = 3m + 2)

Ham dong bién trén nira khoang [2; +oo) .o y' 20,V e [2;+oo)
& f(r)=32" -2(m+1Dr - (2m° =3m+2) >0, Vre [2;+oo)

Vi tam thic f(2) c6 A'=Tm’ —=Tm+7 >0 Vm € R nén f(z) c¢6 hai nghiém

:m+1—\/;_x :m+1+\/z

g 3 ? 3

- R Tz
1z <z, nén f(r) & >

- 72
Do d6 f(x)ZOVxe[2;+00)<:>x232<:\/zs5—m

m<H m<H
= = S -2<m<
A'<(5-m) 2m* +m—6<0

N | o

2.y =2 —(m+1)z’ —(2m’ — 3m + 2)z + m(2m — 1) dong bién trén nira
khoang [1; +oo) .
* Ham sd di cho xdc dinh trén nira khoang [1; +oo)

2

+4 +14
* Taco y,:mm( m:;

T+ 2

Ham nghich bién trén nira khoang [1;+e0) & f(z) = ma® + 4max +14 <0,
Ve [1;+00) (*)
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Cach 1: Dung tam thtrc bac hai
 Néu m =0 khi d6 (*)khong théa man.

e Néum=#0 .Khidé f(z) c6 A=4m*—14m
Béng xét ddu A

m —0oQ 0 +co

T
2

A + 0 - 0 +
e NéuO<m< gthi f(z)>0Vze R, néu f(z)cé hai nghiém = ,z, thi

f() <0 & z € (z;2,) nén (*) khong théa man.

e Néu m < 0hodc m > g Khi d6 f(z) = 0 c6 hai nghiém

2m+\N4m® —14m  —2m—N4m? —14m

X Lo =
1 m 12 m

<z
Vim<0hoécm>g:>:nl<m2:f(:c)SO(:> !

2

Dod6 f(z) <0 Vze|li+o) & z, <16 -3m 2 Vim’ —14m

m <0 14
= &S msS——.

5m’ +14m > 0 )

. -14 :
Cach2: (*) & m < =g(z) Vze [1;+0<>) < m < min g(x)
2 z21
x” +4z
Ta cémin g(z) = g(1) = _u = m< —E.
z21 ) )

Bai tdp tw luyén :

Tim m dé cac ham so sau :

2 — —_—
1. y= T (m 2)x ’ ddng bién trén nira khoang (—oo;l]
T+m

2.y = éx?’ + (m - 1) r’ — (m - 1):1: +1 nghich bién trén nira khoang (—oo;—Q} .

Vidu4: Tim tit ca cic tham s6 m dé ham sd y = 2° + 3z° + ma + m nghich
bién trén doan c6 do dai b?mg 17

Giai :
* Ham s0 da cho xdc dinh trén R .
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* Tacé: y'=32>+6x+m c6 A'=9—3m
« Néu m >3 thi y'>0,Vz e R, khi d6 ham s6 ludn dong bién trén R, do d6
m > 3 khong thoa yéu cau bai todn .

» Néu m < 3, khi d6 ' = 0 ¢6 hai nghiém phan biét z,,z, (, < z,) va ham sb

nghich bién trong doan[xl; IEQ] véido dai [ = ‘:z:2 - ZBI‘
Theo Vi-ét, ta co Tt T, =-2,xm, = —

Ham s nghich bién trén doan c6 do dai bﬁng lesil=1

<:>(:B2—:L“1)2=1<:>(x1+x2)2—4x1x2=1<:>4—§m=1<:>m=%.

Bai tap twong tw :

1. Tim tt ca cdc tham s6 m dé ham sé y = 2° — 3m*z® + z + m — 1 nghich
bién trén doan c6 d6 dai bang 17.

2. Tim tat ca cdc tham s6 m dé ham sé y = —z° + m*z® + maz + 3m + 5 dong
bién trén doan c6 d6 dai bang 3 ?.

Vidu5: Tim m déhamsb y = 2 + m cos z dong bién trén R.

Giai:
*  Ham so da cho x4c dinh trén R.
* Tacoy'=1—msinzx.

Céch 1: Ham dong bién trén R
©y'20VeeR ©1-msinz20,Vre R & msinz <1Vze R (1)
*m =0 thi (1)ludn ding

*m>0thi(1)=)sinx$leeR c}lSi(:)O<m31.
m m

* m < 0thi (1)4:sin:n2i Ve R @—12i®—13m<0.
m m

Vay —1<m <1 lanhiing gié tri can tim.

Céch 2: Ham dong bién trén R & y' >0 Vze R
1-m=0

S miny'=min{l-m;1+m} 20 < & -1<m<1.
1+m=0

Bai tap tw luyén:

1. Tim m déhamsb y = x(m—1)+mcosx nghich bién trén R.

2. Tim m dé ham s y = z.sinx + mcosx dong bién trén R.
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| Dang 5 : Sir dung tinh don diéu ciia ham s6 CM bit diang thikc.
e Dua bit dang thirc vé dang f(x) >M,ze (a;b) .

e Xéthamsd y = f(x),xe (a;b).
e Lip bang bién thién ctia ham s6 trén khoang (a; b) .

e Duya vao bang bién thién va két luan.

Vidul: Vodize (0;§j .Chimg minh rang :

l. sinz+tanz > 2z sin x
2. < <1

2
V4 T

Giai :

1. sinz+tanz > 2z

PR A . ‘A A . T
* Xét ham so f(:n) =sinz + tanz —2x lién tyuc trén ntra khoang {O;EJ.

_9>0Vzre (0;%]

—2>cos’r +

* Tacé: f'(w)zcosx+
cos” x cos’ T

= f(x)1aham s6 dong bién trén [o;%]va f(z)> £(0), vze (o;gj

hay sinz +tanx > 2z ,Vre (0;%} (dpcm).

@ Tir bai todn trén ta c6 bai todn sau : Chimg minh ring tam gidgc ABC c6 ba

g6c nhon thi sin A+ sin B +sinC + tan A + tan B + tanC' > 27

2 sinz
2. — <
V.4 x

<1

L. . sinz
* Voi z >0 thi

<1 (xem vidu?2)
x

maxr

* Xéthamsb f(z) ="

. V4
lién tuc trén nira khoang (0;5} .
T

* Tacé f'(!E) = ZE.COSl’—Slnl”vxe (0,%]

2
x

PN £ . A ~ T N
* Xétham so g (w) = z.cosz — sinz lién truc trén doan {0;5} va cé
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g'(x) =—z.sinzx < (,Vz e (0;% = g(x) lién tuc va nghich bién trén doan

—0,Vze (o;f}

{0;%} vatacéd g(a;) < g(O 5

!

g'lx
* Tdésuyra f'(z)=— ) <0,Vze (o;gj: f(z) liéntyc vanghich
x
. 2
bién trén ntra khoang 0;Z ,taco f(x)>f z =—,Vze 0;z .
2 2 /4 2
Bai tap twong tw :
Chtng minh rang véi moi = € (0;%] ta ludn co:
1. tanz >z 3. 2sinz + tanz > 3z
3 3
2. tanz >z + 4. 9 <z
3 - +cotx
sin x
Vidu 2 : Chtrng minh rang :
. 4 ozt V4
Losinz <z , Ve 0~ 3. cost<l-—+— ,Vze|0—
2 2 24 2
2 sina;>a:—x—3 vrel| 0~ sinz |’ 4
: 31 "9 4. . >cosx ,Vzxe 0;5 .
Giai :

1. simz <z ,Vze {O;g}
* Xétham s6 f(z) = sinz — x lién tuc trén doan z € {0;%}

* Taco: f'(x)=cosz—1<0 Vze {O;g} = f(z) 1a ham nghich bién trén

doan {0; f} .
2

Suyra f(z) < f(0) =0 & sinz <z Vze {O;g} (dpcm).
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3
2. sinz >z —— Ve O;Z
3! 2

3
PTRTRN £ . T .. ~ . . T
* Xétham s6 f(x) =sinz —x + 3 lién tuc trén nira khoang z € {O;Ej.

2

* Taco: f'(z) = cosa;—1+% = f"z)=—-sinz+220Vze [O;%] (theo
cau 1)

= f'(z)> f(0)=0 Vo e {o;aj f(z) 2 f(0)=0 Vz e {0;%}

3

3
= sing > T — — , Vr e 0;Z (dpcm).
3! 2
2 4
3. Cosx<1—x—+$— , Vr e 0;z
2 24 2
< 2 gt T
* Xét ham so g(a:)zcosx—1+3—ﬂlién tuc trén nira khoang x € 0;5 .
z? /4
* Tacé:g'(x):—sinx+x—FSOVxe 0;5 (theo cau
V4
2)=> g(x)ég(0)=0‘v’xe{0;§j

2 4

= cosz<l-2 42 , Vx e O;Z (Bpcm).
2 24 2

. 3
4. (smxj >cosx ,Vxe (O;Zj.
z 2

3
. V4
Theo két qua cau 2, ta cé: sinx >z — —"2 , Ve (O;—2 j

. 3
sin x z? sin x ’ z’ 2 oz x°
= >l-—>= > 1l-——| =1-—+——-—
x 6 T 6 2 12 216
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2 . 3 2 4
Vize|0Z|s1-L s |22 52 2
2 9 T

2 4
Mt khdc, theo cau 3: 1— - + 2 > cosz Voe|0.X
2 " 24 2

. 3
Suy ra (Sm zj >cosz ,Vxe€ ( j (dpcm).

X

P . . sin z . .
Nhén xét: Tacé 0 <sinz <z = 0< <1 Va:e(();;) nén
x
. a . 3
sin z sin z . 1A
( j > ( j Va < 3. Do d6, ta cé két qua sau
x x

Chtng minh rang: v6i Ve < 3, ta ludn c6: (Smxj >cosr Ve (0;%} .
x

Bai tdp twong tu :
Chirng minh rang :
2 2 4

1 1
L1-Zccosz<l-+ Vgz0 2 wsin—>1l-—Vz>0
2 2 24

2
z 6x

. 1 1 4
Vidu 3 : Ching minh rang <—+1-— ,Vze [O;EJ
sinz  2° r’ 2

Giai :

. 1 1 ... A . z
* Xétham so f(x) = — — lién tuc trén nira khoang z € (0; —} :
sinz  2? 2

* Ta c6: f'(x):_2C08x+i:2(_ZE3COSZE+Sin3;p).

LI 3 3 1.3
SlIl3ZL’ x T sl T

3
xj >cosx ,Vr e (O;gj

z
T
= —z’cosz +sin’z >0 ‘v’xe( j >0 ‘v’xe(O QJ

:f(x)ﬁf(gj—l—— ‘v’xe(

<i+1—— ‘v’:pe(O,
sinz 2’

Theo két qua cau 4 - vi du 2 , ta c6: (Sm

Do vay:

o N

j (dpcm).
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Bai tap twong tw :

1. Ching minh rang : sin® z < 4_3:(7[ - x) voi moi z € [0;§j .
2
T

2. Ching minh rang : sinz > 2:1: + i(n’ - 4:1:2) voi moi z € [0;§j .

V.4 127
3I+1

’ &) ﬂ’- /4 . M Si 5

Vidud: Vi 0<=z <5 . Chimg minh ring 22517 420407 5 92
Giai :
. +1t

* 2. o2.5inx tanz 2sinx gtanx _ sy 5 anw

Ta co: 2 +2 >2N2 2 =2.2

. 1 3z
) sinz+—tanx — . 1 3 T

Ta ching minh: 2 2 >22 osinr+—tanz>—x Vze 0;5 .

, 1 . T
* Xéthamsé f(z) =sinaz + S tane- % lién tyc trén ntra khoang {0;5].

3 2
* Ta co: f'(m):cosx_i_ 1 3 _2cos’z—3cos’z+1
2.cos’z 2 2cos’
_ (cosz —1)*(2cosz +1) 50  Vre {Ozj
2cos’ 2

= f(z) ddng bién trén

0:2) = f(2) 2 0) = 0 = sina + tana 2 0. Voe {o;%j (dpem).

Vi du 5 : Chtrng minh bat dang thtrc sau v6i moi s6 tw nhién n > 1

n n
7</1+£+’</1—£<2

n n

Giai :

* Détx:ﬂe (0:1),vne N *.
n

* Bt dang thirc can ching minh 1a: Y1+ 2 +¥1 -z <2, Vz e (0;1)

* Xét ham f(:z:)=\"/1+x+\"/1—:n, z € [0;1)

:fv(x):% ! - ! <0,Vze (0;1)

Jasa)™ a-a)”
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Vay f(x) giam trén (0;1) nénf(:z:) < f(O) =2, Vxre (0;1).

Vi duy 6:
LY.Lz
z

1. Choz>y>2>0.Ching minhring: —+2+Z >
T T

i
2y Y
2. Cho z,y,z > 0.Ching minh rang:

gyt 42 oy y 4 2) 2 ay(a? + D)+ ya(y? + ) + (P + 2P

Giai :
1 Choz>y>z>0.Chimgminhring: —+=+L>24%4 2
z Yy x y z x
r2y=2220

* Xét ham s6 : f(x):£+i+£—(£+£+fj_

zZ Yy T Yy zZ X
. 11 z 11
" Tacs J(@)= (=)= (G- =-a - ) 20Va 20
x x x

= f(x)lé ham s6 dong bién Vz > 0 = f(z) = f(y) = 0 = dpcm.

2. Cho z,v,2z > 0 Chimg minh rang:

eyt 2 a4y +2) 2 ay(a? + 7)) + gy + )+ (2 + 2P
Khong mét tinh téng quét ta gia st 2 >y > 2> 0 .

* Xét ham s

f@) =zt +yt + 2t v aya(e +y + 2) - ay(@® +47) - y2(y® + 22) - 2a(2 + 1)
* Tacé f'(z) =42 =32 (y+2) +ayz + yz2(z +y + 2) — (y° + 2°)

= f"(z) = 1227 — 6x(y + 2) + 2yz

= f'"z)>0 doz2y22)= f'(z)> f'(y) =22y — 2> = 2*(y —2) 2 0 nén
f(z) 1a ham s6 dong

bién.= f(z) > f(y) = 2* =223y + 4?2 = 2*(z —y)* 2 0 = dpem.

Vidu7:
1. Cho a,b,c > 0. Chtmg minh ring: —— + b ECES S
a+b b+c c+a 2
2. Cho 0 <a <b < c.Chitng minh rang:
Y
2a+2b+20 S3+(C a)'
b+c c+a a+bd a(c+a)
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Giai :

1. Cho a,b,c > 0. Chimg minh ring: —— + b ¢ 53
a+b b+c c+a 2
* Pat :z::2,y=§,z=2:>xyz=1vébétdéngth1’rcdﬁcho
a c
1 + 1 + 1 Zﬁ.
1+2z 1+y 142z 2

1 2 Nz

e Ao 1
* Giastr 2 <1 = zy > 1 nén co: + > =
I+z 1+y 14 zy 1+\/;

1 1 1 w1 9 1
+ + > +

> + = = t) voi
l+z 1+y 1+z 144z 1+2z 1+t 1442 1o
t=+z<1
* Taco: f'(t) = 2 ___ % < 20-1) <0
1+t (1+£2)?  (1+12)
:f(t)zf(l):g Wt <1 = dpem.
2
2. Cho 0 <a <b < ¢.Ching minh rang: 2 + 20 + 2 S3+(C @)
b+c c+a a+b a(c+a)
* Détﬁza,ﬁzx,ISan . Khi d6 bét dang thtrc can chimg minh tré
a a
2
thanh 2 N 20 N 2z <2 +z+4
o+zr l+z l1+a r+1
¢¢x2+x+12(2x+1+2a+gﬂﬁiﬁ)
a+z 1+
* Xﬁhhn%.ﬂ@:x2+x+1—@x+1+2a+gg£igx l<a<z
o+ 1+
5 Tace: [l(z)=20+1- 220+ o @-l
a+1 (z + @)
@ =@-1 22 150 1<as<q
a+l (1 +a)

Nhu vay ham f(z) 1a ddng bién do d6 f(z) > f(a) = &* - 3o+ 3 — 1
a
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Nhung f‘(a):2a—3+i:a+a+i—3233a.a.i—3:0
o’ o’ \ &

= f(z) 2 f(a) 2 f(1) = 0 = dpcm.

Bai tap tw luyén:
1.

Cho ham s f(x) =2sinz+tanx — 3z

a) Chimg minh rang ham s dong bién trén nira khoang {O;%].

b)Chung minh rang 2sinz + tanz > 3z véi moi z € (O;g)
2.

a) Ching minh ring tanz >z véimoi z € (0;%].

3
b) Chiing minh rang tanz > x+% voi moi z € (O;%].

3.

Cho ham s f(a;) = éx —tanz véimoi z e [O;%}
T

£ A4 N , N A A T
a) Xét chiéu bién thién ctia ham so trén doan [O;Z} .

. 4 . V4
b) Tu dosuyrarang —z > tanz véimoi z € {O;—}.
V4

4.
Chtrng minh rang céc bat dang thuc sau :
a) sinz <z véimoi x >0
b)sinz >z véi moi x < 0
2

c) cosx>1—7 voimoi z # 0

3
d) smx>x—€ voi moi x > 0

: ©
e)smx<x—€ voi moi x < 0

. ,e . T
f)sinz+tanz > 2z véimoi x € (O;EJ .
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Dang 6 : Dung don di¢u ham s0 dé giai va bién luin phwong trinh va
bat phwong trinh .

Chuyl:

Néuhamsb y = f (a;) ludn don diéu nghiém cich trén D ( hodc ludn dong bién
hogc ludn nghich bién trén D) thi s6 nghiém cta phwong trinh : f (a:) =k s&
khong nhiéu hon mot va f(z) = f(y) khi vachikhi z =y.

Chuy 2:

e Néuhamsd y = f (x) ludn don diéu nghiém céch trén D ( hodc ludn dong
bién hodc ludn nghich bién trén D ) vaham sé y = g(z) ludén don diéu nghiém
ngoac ( hoac luén déng bién hodc ludn nghich bién ) trén D, thi s6 nghiém trén
D cua phuong trinh f (x) =g (x) khong nhiéu hon mét.

e Néu hamsd y = f (x) c6 dao ham dén cdp n trén D va phuong trinh

f(k)(a:) =0 c6 m nghiém, khi d6 phuong trinh f(k_l)(a:) = 0 ¢6 nhiéu nhét 1a
m + 1 nghiém.

Vi du 1 : Giai ciac phuong trinh
1.32(2+V92° +3)+ 4z +2)(N1+z+2° +1)=0

2.{1)3—41E2—5ZE+6=37IE2+9$—4

Giai :
1.32(2+V92° +3)+ 4z +2)(N1+z+2° +1)=0 (1)

Phuong trinh (1) & (=32)(2 +4/(=32)" +3) = 2z +1)(2+(2z + 1)’ + 3) (2)
bat u = -3z,v =22+ Lu,v >0
Phuong trinh (1) & w2+ Vu* +3) =v2+Vo* +3)  (3)
* Xétham sd f(t) =2t +\t' +3t° lién tuc trén khoang (0;-+eo)
3
* Taco f'(t)=2+ 28t >0, Vi>0= f(t) dong bién trén khoang
t' + 3¢
(O;+00).

Khi d6 phuong trinh (3) & f(u)=f(v) S u=v o Br=2r+1 z = _é
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1 ) .
Vay z = = la nghiém duy nhat ctia phuong trinh.

22" —d2” — 5z +6 =72 + 9z — 4.
bat y=y = \3/7x2 + 9z — 4 . Khi d6 phuong trinh cho
2’ — 41" -br+6=y
{7x2+9x—4—y3
<:>{flc?’—4:102—5:10+6=y 2’ =42’ —5r+6=y (I)

yg+y=$3+3$2+4$+2<:> y3+y=(x+1)3+x+1(*)

(*) c6 dang f(y) = f(x+1) (a)
* Xétham f(t)=t"+tte R

* Vi f‘(t) =3t +1>0,Vte R nénham s dong bién trén tap sb thuc R .

Khidé (a) & y=z+1

He (I)C}{xg—lla,ﬂ—5x+6=y@{x3—4x2—6x+5=0 (**)

y=x+1 y=z+1

Giai phuong trinh (* *) ta c6 tap nghiém : S = {5,

1445 _1_\/3}.

2 2

Vi du 2 : Chirg minh ring phuong trinh: 22°vz — 2 = 11¢6 nghiém duy nhit

Giai :
Cach1:
Xét ham sé y = 22V z — 2 lién tyc trén nira khoang [2;+oo) :
:1;(53: - 8)
Taco: y'=———>0,Vz € (2;+0<>) lim y = lim (2:1:2 :1:—2) = 4o

T—>+oo T—>+oo
T —2

Bang bién thién :

X 2 +o0
y' +
oo
y /
0
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Dua vao bang bién thién ta thiy d6 thi ctia ham sé y = 2z*vz — 2 ludn cét
dudng thang y = 11tai duy nhat mot diém. Do d6 phuong trinh

22°\z —2 = 11¢6 nghiém duy nhét .

Cach 2:

Xétham s6 y = f () = 2"V —2 — 11 lién tyc trén nira khodng | 2;-+0).
Taco f(2)=-11f(3)=7.Vi f(2).f(3)=-77 < 0= f(z) =0 c6 it nhat
mot nghiém trong khodng (2; 3) .

T (5x - 8)

>0,V e (2; +oo) =f (x) lién tuc va dong bién trén khoang
T —2

f'(x) =
(2:3).

Vay phuong trinh cho ¢6 nghiém duy nhat thudc khoang (2; 3) .

Vi du 3 : Giai bt phuong trinh sau :v/5z — 1 + vz + 3 > 4

Giai :

S 1
biéu kién: z > E

. 1
* Xétham so f(z) = V52 — 1 ++z +3 lién tuc trén ntra khoang [EH_W]
* Tacd:f'(z) = > + !
nor-1 2/r-1

12 ham s6 ddng bién trén nira khoang {%ﬁwj va f(1) = 4 , khi d6 bat phuong

1
>0 ,‘v’x>g:>f(x)

trinh cho & f(z) 2 f(1) & =z > 1.
Vay bat phuong trinh cho ¢6 nghiém 1a z > 1.

5

N2z -1

Vi du 4 : Gidi bat phuong trinh sau 3v3 — 2z + -2z <6

Giai :
biéu kién: 1 <z< 3
2 2

5

V2z —1

> lién tuc trén ntra khoang {l,ﬁ}
N2z -1 22

* Bét phuong trinh cho & 3v3 — 2z + L2x+6 & f(z) < g(z) (%)

* Xétham s6 f(z) = 3v3 -2z +
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- 1
* Tacod:f'(x) = S > <0,Vre (g,gj = f(x) 1a ham
)3

3-2r (V2z-1

nghich bién trén nira doan (% ,g} .

Ham s6 g(z) = 2z + 6 12 ham dong bién trén R va f(1) = g(1) =8
« Néuz>1= f(z) < f(1) =8 = g(1)

< g(x) = (*) ding
« Néu 2z < 1= f(z) > f(1) = 8 = g(1) > g(z) = (*) vO nghiém.
Vay nghiém cua bat phuong trinh da cho 1a: 1 < z < g .

Vi du 5 : Giai bat phuong trinh sau
J@+2)2z-1) = 3Jz +6 <4 —\J(z+6)(2x — 1) + 3a +2

Giai :

S 1
biéu kién: z > 5

Bét phuong trinh cho & (\/IE +2 4+ 6)(\/2:1: -1-3)<4 (*)

eNéu 22 -1-3<0 e z<5= (*) ludn diing.

«Néuz >5

* Xétham sd f(z) = (Na +2 ++/z +6)(v/22 — 1 — 3) lién tuc trén khoang
(5:+22)

* Ta c6:

£z) = (— Ly 2x—1—3)+\/$+2+\/$+6 >0,z > 5

( +
Wr+2 Wr+6 Jazr -1

= f(x) ddng bién trén khoang (5; +oo) va f(7) =4 ,dodé
(*) e f@) < f(T) e a<T.

. ‘ 1
Vay nghiém cua bat phuong trinh da cho la: 5 Sz <T.

Vi du 6 : Giai bat phuong trinh sau \/2:1:3 4327 +62+16 <23 +4—2

Giai :
o (22" 432" +62+16 20
biéu kién: &S 2< <4,
4—x20
Bét phuong trinh cho

<:>\/2x3+3;[;2+6$+16—\/4—$ <2\/§<:>f($)<2\/§ (*)
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* Xét ham sb f(z \/2:]6 +32° + 6z +16 — 4 — z lién tyc trén doan
[—2;4].

* Tacd: f() 3($2+ZE+1) + 1

>0,Vze (-24) = f(z)
V2’ + 327 16z 416 2VA-7
dong bién trén nira khoang (-2;4) va f(1) = 2v3 , do d6

(*) e fl@)< f1) & z < 1.

Vay nghiém cta bat phwong trinh dd chola: -2 <z < 1.

Vidu7:Ching minhrang z'-z+1>0, VzeR

Giai :
* Xétham sd f(z) = z* —z +1 lién tuc trén R .

* Tacéd f'(z) =42’ -1 va f'(z) = O@xzi.

&3/1

* Vi f'(z) d6i dau tir am sang duong khi 2 qua — , do d6

JZ

NS B S
min f(z) = (%) R

Vay f(z) >0, Vz.

—2009 =0 co6

Vi du 8 : Chirng minh rang phuong trinh : z° +
r’ -2
ding hai nghiém duong phan biét.

Giai :
* Piéu kién: z > \/5 (do z > O).

* Xétham sd : f(x —2009 voi x>\/§.

* Tacéd f'(r)=5z" ——=
\/x—2
= (2) =202 + —22 50 Yao>R2

Ji

= f'(z) = 0 c6 nhiéu nhat mot nghiém = f(z) = 0 c6 nhiéu nhét 14 hai
nghiém.
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Ma: lim  f(z) = +oo, f(/3) < 0, lim f(z) = +o0 = f(z) = 0 ¢6 hai nghiém

oot Z—>+oo

T, € (\/5,\/5) va , >\/§.

Vidu 9 : Giai hé phuong trinh

1'{\/2x+3+\/4—y—4 (1) ; ' =3z=9y"-3y (1)
J2y+3+Va—z =4 (2 Nt 4yt = (2)

2.{:1:3 +2x =y (1)

v+ 2y =1z (2)

Giai :

X Vor+3+Jd—y =4 (1)
2y +3+Va-2z=4 (2

IA
8
IN

. 4
biéu kién: .
4

IA
IA

Y

N[O | W

Cach 1:

Trur (1) va (2) ta dugc:
N2r +3-V4—z =2y +3-J4-y (3)

* Xétham sé f(t) = V2t + 3 —+/4 —t lién tyc trén doan {—g; 4]

* Taco:
1 1 3
f(z) = + > 0, Vte(——; 4}
Not+3 24—t 2
= @) e fla)=fly ez=y.
Thay = = y vao (1) ,ta duogc:
V2r+3+Vd-z =4 s+7+2JQz+3)(4—2) =16

9—z2>0 T =3

=
022 =382 +33=0 | p=11
9

@2\/—2x2+5x+12=9—x(:){
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11
=3 r=—
Vay hé phuong trinh ¢c6 2 nghiém phan biét { 3’ 191 .
y =
y=-—

Cach 2:

Trur (1) va (2) ta dugc:
(Vor +3 -2y +3)+(Va-y-Va-2)=0
2z+3)-Q2y+3) (A-y-@-3) _
(:)\/2x+3+\/2y+3+\/4—y+\/4—x ’

¢»@—w( - ! j:oﬁy

+
\/2:L“+3+\/2y+3 \/4—y+\/4—x

. 2 1

i +
\/2x+3+\/2y+3 \/4—y+\/4—:1:
Thay =z = y vao (1) ,ta duoc:
V2r+3+Vd-z =4 s+7+2JQu+3)(4—2) =16

\Y% >0nén(*)(:)x:y

9-22>0 z=3
N2 +br+12=9-z ] = 1
92 -=38x+33 =0 r ==
9
11
| fr=3 |T=7
Vay hé phuong trinh ¢6 2 nghiém phan biét 3’ 11
y = _n
i 9
) z*+2zr =y (1)
. v +2y =1 (2)
Cach1:
* Xéthamsd f(t) =t* +2t = f/() =3t +2>0, Vie R,
x) = 1
* Heé phuong trinh trd thanh fle)=y ()
fly) =z (2)

+Néu z >y = f(z) > f(y) = y > z (do (1) va (2) dan dén mau thuin).
+Néu z <y = f(z) < f(y) = y < = (méu thuan).
Suyra z =y, thé vao hé ta dugc

x3+x:O(:)x(x2+1)=O(:)x=0 w2 +1>0.
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. |lz=0
Vay h¢ c6 nghiém duy nhat { 0
y =
Cach 2:
Trur (1) va (2) ta duoc:

-y +3r-3y=0 (z—-y)(@*+y* +ay+3)=0

(:)(x—y)“ j2+37y2+3]—0(:)x—y

Thé z = y vao (1) va (2)taduoc:z® +z = 0 & ZB(ZB2 +1) =0 2=0

z+?
2

Vay h¢ phuong trinh c¢6 nghiém duy nhét {z : 8 .
; ' =3x=y" -3y (1)
' +y' =1 (2)
T (1) va (2) suyra -1 <2,y <1
(1) & flz)=fly) ()
* Xéthamsé f(¢) =t° — 3t lién tuc trén doan [—1;1], ta c6
fl()=3¢"-1)<0Vvte[-L1]=> f(t) nghich bién trén doan [—1;1]

* Do dé: (*) & = =y thay vao (2) ta dugc nghiém cua hé 1a:

1
x=y=i6—.
2
Vi du 10 : Giai h¢ phuong trinh
1 1 1 1
p-Z=y-— () p-t =yt
1. T Y 2. x Yy
20" —zy—1=0 (2) 20 =2"+1 (2)
Giai
1oyl
1. x Y

20—y —1=0 (2)

Piéukién: z 20, y # 0. Ta cé:
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y=ux
(1>@(x—y)(1+iJ:o@ .
Ty y:—;,

« y =z phuongtrinh (2) @ 22 -1=0 & z = 1.

oy = 1 phuong trinh (2) v nghiém.
x
) ) r=1 |z =-1
Vay hé phuong trinh ¢c6 2 nghiém phan biét X E
y = y = —

Binh luén:
1 1
o o Jrm==y—-— (1)
Céch giai sau day sai: x Y .
20 —ay—1=0 (2)
Piéukién: z 20, y # 0.
* Xét ham s6

f(t):t—%, te R\{O}:f/<t)=1+tl2>o, Vie R\ {0}

Suyra (1) & f(z) = fy) & z =y! 7
Sai do ham s0 f(¢) don di¢u trén 2 khoang roi nhau (cu thé
F(=1) = f(1) = 0.
1 1

r——=y—— (1
N il by (1)

2y =2 +1 2)
Cach 1:
bicu kién: x # 0, y # 0.

T -y 1 T=Y
e rz-y+ =0 @z-y|l+—|=0< 1

Y Yy y=-—
T
=1
« z =y phuong trinh (2) & _1++/5
r=—-"-.
2
1 . 4
e y = —— phuong trinh (2) & z" +z+2 = 0.
T
Xét ham s f(x)=x4+x+2:>f/(x):4x3+1:0(:>x:_—1.
4
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-1 3
— :2__>O, li = N = 400
(3)-2-s7 0 -
= f(z) >0, Vz € R = z' + 2 + 2 = 0 v nghiém.
Cach 2:

biéukién: z #0, y # 0.

T — 1 r=y
e z-y+ yzO(:)(x—y)(1+—]=O(:) 1
Ty
z=1
« z =y phuong trinh (2) _1++/5
r=—.
2

. y:—l phuong trinh (2) & 2% +2+2 = 0.
T

-Vc&i\x\<1:x+2>0:x4+z+2>o.

-Vc’yi‘:p‘kl:x‘l 2‘x‘2—x:x4+x+2>0.
Suy ra phuong trinh (2) v nghiém.

Vay hé phuong trinh ¢c6 3 nghiém phan biét

“1++/5 ~1-+/5
z=1 |TP=— o ¥
v v .
{y=1 145 145
Y 2 Y 2
Bai tdp tw luyén:

1. Giai phuong trinh:

a. N3z +1+\z+\Tz+2 =4 b. V52® —14+320-1+2=4

2. Giai phuong trinh: 81 sin'’ z + cos'’ z = ﬂ(*)
256

3. Giai bét phuong trinh:
J@+2)2z-1) = 3Jz+6 <4 —\J(z+6)(2z — 1) + 3z +2
4. Giai cac hé phuong trinh

) = 2z y* —92° +272-27=0

15:1:2 2.42° —9y° +27y—27=0

1. z=1 yz 2’ —92°+272-27=0
-y
v = 2z
1-2°




Nguyén Phi Khanh — Pa Lat .

Dang 7 : Dung don di¢u ham sf) dé giai va bién luin phwong trinh va
bat phwong trinh chira tham so.

Cho ham s6 f (2;m ) = 0 xdc dinh véi moi z € I (*)
e Biénddi (*) védang f(z)=f(m)

e Xéthamsd y = f(x) lién tuc trén [

e Dung tinh chit don diéu ctia ham sb va két luan.

Vi du 1: Tim tham s6 thyc m dé ptrinh = +v32® +1 = m c6 nghiém thyc .
Giai :

* Xét ham sb f(x):x+\/3x2 +1 vay=m

* Ham s f(:n)::n+ 3z° +1 lién tuc trén R

3z N3P +1+43u
V32t +1 \V3z® +1
z<0
3z° +1 =927

* Taco: f'(z)=1+

f'(z)=0e 3x2+1=—3:p@{

<0
’ f f 6
o1 4 Heers——f|—|=—
r=—f4F=— 3
Jo 6
C 6 . J6
Béng bién thién : suy ra f(:z:) > 5 ma f(x) m do d6 m = ?thl phuong

trinh cho c6 nghiém thuc .

Vi du 2 : Tim tham s6 thuc m dé phuong trinh : ¥z +1 — \/_ =m (1) co
nghiém thuc .

Giai :
* Xét ham sb f(:z:) =z’ +1- \/; lién tuc trén nira khoang [O;+oo).

X

J(z2 1) f

* Taco: f'(m):%

z T 1 oz

i/(x2+1)‘“’<%76:$ o +1) Rrhthe

f'(fB) <0,Vz>0= f(x) nghich bién trén nira khoang [O;+oo) va

Vi
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lim f(z)=0 ,nén 0 < f(x) <1,V e |O5+0).

T—>+ oo

Vay, phuong trinh (1) c6 nghiém thyc trén nira khoang [O;+oo) = 0<m<1

Vi du 3: Tim tham s thuc m dé phuong trinh :

(4m — 3)\/:1: +3+ (3m —4)\/1 —rx+m-1= O,(2) c6 nghiém thuyc.

Giai :
Piéu kién: -3<z <1.

:3Jx+3+4J1—x+1
4Jx+3+3J1—x+1

* Phuong trinh (2) & m

* Nhén thiy rang:

(\/m+3)2 +(\/1—1;)2 YN (*/‘ZT?’T +(EJ2 —1

2

* Nén ton tai géc @ € [O;%},t = tang;te [0;1] sao cho:

_ 2
Nz +3 =2singp =2 2t2 véVl—x=2(:os¢:21 t2
1+t 1+t
Wr+3+4vl-z +1 ~TE +12t+9
= em=——"—"—s=f(t),(3)
WNr+3+31-z+1 —5¢* + 16t +7
_ 742
* Xét ham so: f(t)zwliéntuctréndoante[O;l].Tacé
5> + 16t + 7
P— 2— — 14
Fi(t) = =02 =8t 602<0,we[o;1]:>f(t)nghich bién trén doan [0;1]
(-5t + 16t + 7)
9 7
vaf(0)=—;f(1) =—
f0) =2/ =3

* Suy ra phuong trinh (2) c¢6 nghiém khi phuong trinh (3)06 nghiém trén

ZSmSg.

doan te [ 0;1] Khi va chi khi: 5 -

Vi du 4: Tim tham s6 thuc m dé bat phuong trinh
Nz =2z + 24 < 2° — 22+ m c6 nghiém thuc trong doan [—4;6} )

Giai :
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Ditt =va? —27+24, Vz e [—4;6]: te [0;5]

Bai todn trd thanh tim tham s6 thuc m dé bt phuong trinh > + ¢ — 24 < m ¢6
nghiém thuc ¢ € [O;SJ

* Xétham s§ f(t) =#* +1—24 lién tuc trén doan | 0;5 |.

* Tac6:f(t)=2t+1>0,Vte[0;5]= f(t) lién tuc va dong bién trén
doan [0;5}

* Vay bat phuong trinh cho ¢6 nghiém thuyc trén doan [O; 5] khi

max f(t)Sme fE)Sme6<mem26
105

Bai tap tw luyén:
1. Tim tham s6 thyc m dé phuong trinh : mz + /(m - 1) x4+ 2 =1 c6 nghiém
thuc trén doan [O; 1} .

2. Tim tham s6 thuc m dé bat phwong trinh: Vz* — 4z +5 > 2° — 4z +m ¢c6
nghiém thuc trén doan [2; 3] .

| Dang 8 : Diing don diéu ham s6 dé chirng minh hé thirc lwong gidc |

Vi du : Ching minh rang : néu tam gidc ABC thoa man hé thirc

1 1 ) )
cos A+ cos B+ cosC + =—3thi tam gidc ABC deéu.
cosA+cosB+cosC 6

Giai :
* Pit: t =cosA+cosB+cosC =1+4sin§sin§sin%:> 1<tsg.

‘ 1 o
* Xétham so f (t) =t+ p ham s0 lién tuc trén nira khoang [O;g} .

1 5 .
* Taco: f'(t) =1 _t_2 >0,Vte (O;%} = f(t)df)ng bién trén ntra khoang

[O;g} suyra: 2 < f(t) S%.

Ping thirc f(t) = % xay rakhi ¢t = cos A+ cos B+ cosC = g hay tam giic
ABC déu.
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