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Bài 2:  CỰC TRỊ HÀM SỐ 
 

 
 

2.1 TÓM TẮT LÝ THUYẾT  
 

1. Khái niệm cực trị hàm số :  

Giả sử hàm số f xác định trên tập hợp ( )D D ⊂ �  và 
0
x D∈  

0
)a x được gọi là một điểm cực đại của hàm số f nếu tồn tại một khoảng ( );a b  

chứa điểm 
0
x sao cho: 

( )
( ) { }0 0

;

( ) ( )   ; \

a b D

f x f x x a b x

 ⊂


< ∀ ∈

. Khi đó ( )0f x  được 

gọi là giá trị cực đại của hàm số f . 

0
)b x được gọi là một điểm cực tiểu của hàm số f nếu tồn tại một khoảng ( );a b  

chứa điểm 
0
x sao cho: 

( )
( ) { }0 0

;

( ) ( )   ; \

a b D

f x f x x a b x

 ⊂


< ∀ ∈

. Khi đó ( )0f x được 

gọi là giá trị cực tiểu của hàm số f . 
Giá trị cực đại và giá trị cực tiểu được gọi chung là cực trị  
Nếu 

0
x là một điểm cực trị của hàm số f  thì người ta nói rằng hàm số f đạt cực 

trị tại điểm 
0
x . 

Như vậy : Điểm cực trị phải là một điểm trong của tập hợp ( )D D ⊂ �  

Nhấn mạnh : ( )0
;x a b D∈ ⊂  nghĩa là 

0
x   là một điểm trong của D  :  

Ví dụ :   Xét hàm số ( )f x x=  xác định trên )0; +∞ . Ta có ( )( ) 0f x f>  

với mọi 0x > nhưng 0x =  không phải là điểm cực tiểu vì tập hợp )0; +∞  

không chứa bất kì một lân cận nào của điểm 0 .  

Darkangelandlove
2
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Chú ý :  

• Giá trị cực đại ( cực tiểu)
0
( )f x  nói chung không phải là GTLN (GTNN) của 

f  trên tập hợp D .  
• Hàm số có thể đạt cực đại  hoặc  cực tiểu tại  nhiều điểm trên tâp hợp D . 
Hàm số cũng có thể không có điểm cực trị. 

• 
0
x  là một điểm cực trị của hàm số f  thì điểm ( )0; 0

( )x f x được gọi là điểm 

cực trị của đồ thị hàm số f . 
2. Điều kiện cần để hàm số đạt cực trị:  
Định lý 1: Giả sử hàm số f đạt cực trị tại điểm 

0
x . Khi đó , nếu f có đạo hàm 

tại điểm 
0
x thì ( )0' 0f x =  

Chú ý :  
• Đạo hàm 'f có thể bằng 0 tại điểm 

0
x  nhưng hàm số f  không đạt cực trị tại 

điểm 
0
x . 

• Hàm số  có thể  đạt cực trị tại một điểm mà tại đó hàm số không có đạo hàm 
. 
• Hàm số  chỉ có thể đạt cực trị tại một điểm mà tại đó đạo hàm của hàm số 
bằng 0 , hoặc tại đó hàm số không có đạo hàm .  
• Hàm số đạt cực trị tại 

0
x  và nếu đồ thị hàm số có tiếp tuyến tại điểm 

( )0; 0
( )x f x thì tiếp tuyến đó song song với trục hoành. 

Ví dụ : Hàm số y x=  và hàm số 3y x=  

3. Điều kiện đủ để hàm số đạt cực trị: 

Định lý 2: Giả sử hàm số f liên tục trên khoảng ( );a b chứa điểm 
0
x và có đạo 

hàm trên các khoảng ( )0;a x  và ( )0
;x b . Khi đó : 

)a  Nếu 
( ) ( )
( ) ( )
0 0

0 0

' 0, ;

' 0, ;

f x x a x

f x x x b

 < ∈


> ∈

thì hàm số đạt cực tiểu tại điểm 
0
x . Nói một 

cách khác , nếu ( )'f x đổi dấu từ âm sang dương khi x qua điểm 
0
x thì hàm số  

đạt cực tiểu tại điểm 
0
x . 

x  a                                 
0
x                                   b  

( )'f x                 −                  0                     +  

 

( )f x  

 

( )f a                                                              ( )f b  

 

                                ( )0f x  
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)b  Nếu 
( ) ( )
( ) ( )
0 0

0 0

' 0, ;

' 0, ;

f x x a x

f x x x b

 > ∈


< ∈

thì hàm số đạt cực đại tại điểm 
0
x . Nói một 

cách khác , nếu ( )'f x đổi dấu từ dương  sang âm khi x qua điểm 
0
x thì hàm số 

đạt cực đại tại điểm 
0
x . 

x  a                                 
0
x                                   b  

( )'f x                 +                  0                     −  

 

( )f x  

 

                                   ( )0f x                       

 

( )f a                                                               ( )f b  

 

Định lý 3: Giả sử hàm số f có đạo hàm cấp một trên khoảng ( );a b chứa điểm 

0
x , ( )0' 0f x = và f có đạo hàm cấp hai khác 0 tại điểm 

0
x . 

)a  Nếu ( )0'' 0f x < thì hàm số f  đạt cực đại tại điểm 
0
x . 

)b  Nếu ( )0'' 0f x > thì hàm số f  đạt cực tiểu tại điểm 
0
x . 

Chú ý: 

Không cần xét hàm số f có hay không có đạo hàm tại điểm 
0

x x= nhưng không 

thể bỏ qua điều kiện " hàm số liên tục tại điểm 
0
x "  

Ví dụ : Hàm số 
1 0

( )
0

x khi x
f x

x khi x

 − ≤
= 

>

  

  

 không đạt cực trị tại 0x = . Vì 

hàm số không liên  tục tại 0x = . 
 

2.1 DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶP. 
 

Dạng 1 : Tìm các điểm cực trị của hàm số . 
 
Quy tắc 1: Áp dụng định lý 2  

• Tìm ( )'f x  

• Tìm các điểm ( )1,2, 3...
i
x i = tại đó đạo hàm bằng 0  hoặc hàm số liên tục 

nhưng không có đạo hàm.  
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• Xét dấu của ( )'f x . Nếu ( )'f x đổi dấu khi x qua điểm 
0
x thì hàm số có cực 

trị tại điểm 
0
x . 

Quy tắc 2: Áp dụng định lý 3  

• Tìm ( )'f x  

• Tìm các nghiệm  ( )1,2, 3...
i
x i = của phương trình ( )' 0f x = . 

• Với mỗi 
i
x  tính ( )'' .

i
f x   

− Nếu ( )'' 0
i

f x <  thì hàm số đạt cực đại tại điểm 
i
x . 

− Nếu ( )'' 0
i

f x >  thì hàm số đạt cực tiểu  tại điểm 
i
x . 

Ví dụ 1 : Tìm cực trị của các hàm số : 
3 21. 3 3 5y x x x= + + +  4 22. 6 8 1y x x x= − + − +   

Giải : 
3 21. 3 3 5y x x x= + + +  

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có: 2 2' 3 6 3 3( 1) 0 y x x x x= + + = + ≥ ∀ ⇒Hàm số không có cực trị. 
Chú ý: 

* Nếu 'y  không đổi dấu thì hàm số không có cực trị. 
* Đối với hàm bậc ba thì ' 0y =  có hai nghiệm phân biệt là điều cần và đủ để 
hàm có cực trị. 

4 22. 6 8 1y x x x= − + − +  
* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có: 3 2' 4 12 8 4( 1) ( 2)y x x x x= − + − = − − +  
2' 0 4( 1) ( 2) 0 1 2y x x x x= ⇔ − − + = ⇔ = ∨ = −  

* Bảng biến thiên  
x  −∞                     2−      1              +∞  
'y                 +            0  +  0               −   

 
y  

         
   
−∞                 

 25                           
                      
             −∞  

Vậy, hàm đạt cực đại tại 2x = −  với giá trị cực đại của hàm số là ( 2) 25y − = , 
hàm số không có cực tiểu. 
Bài tập tự luyện: 
Tìm cực trị của các hàm số : 

1. 
24 3

1

x x
y

x

−
=

−
 2. 

2

2

4 4 1

2 4 3

x x
y

x x

+ −
=

+ +
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Ví dụ 2 : Tìm cực trị của các hàm số : 
21. 4y x x= −  

22. 2 3y x x= − −  

3 23. 3y x x= − +  

24. 2 1 2 8y x x= + − −  

21
5. 12 3

2
y x x

 
= − − 

 
 

 
Giải : 

( ) 21. 4y f x x x= = −  

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên đoạn 2;2 −   

* Ta có ( )
2

2

4 2
' , 2;2

4

x
y x

x

−
= ∈ −

−
 

Hàm số không có đạo hàm tại các điểm 2, 2x x= − = . 

Suy ra, trên khoảng ( )2;2− : ' 0 2, 2y x x= ⇔ = − =  

Bảng xét dấu 'y  

x  2−                2−                        2                      2  
'y             −           0             +           0           −  

'y  đổi dấu từ âm sang dương khi x  qua điểm 2−  thì hàm số đạt cực tiểu tại 

điểm 2,x = −  ( )2 2y − = − ; 

'y  đổi dấu từ dương sang âm khi x  qua điểm 2  thì hàm số đạt cực đại tại 

điểm 2,x =  ( )2 2y =  . 

22. 2 3y x x= − −  

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên ( ; 3 −∞ − ∪ )3; +∞
. 

* Ta có: ( ) ( )
2

2 2

2 3
' 2 , ; 3 3;

3 3

x x x
y x

x x

− −
= − = ∈ −∞ − ∪ +∞

− −

. 

Hàm số không có đạo hàm tại các điểm 3, 3x x= − = . 

Suy ra, trên mỗi khoảng ( ) ( ); 3 , 3;−∞ − +∞ : ' 0y =  

( ) ( )
2 22

; 3 3; 0 3
2

4( 3)2 3

x x
x

x xx x

 ∈ −∞ − ∪ +∞ ≤ < 
⇔ ⇔ ⇔ = 

− = − = 

. 

Tương tự trên suy ra hàm số đạt cực tiểu tại điểm 2,  (2) 3x y= = , hàm số 
không có cực đại. 
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3 23. 3y x x= − +  
* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên nửa khoảng ( ;3]−∞ . 

* Ta có:
2

3 2

3( 2 )
' , 3, 0
2 3

x x
y x x

x x

− −
= < ≠

− +

 

Hàm số không có đạo hàm tại các điểm 0, 3x x= = . 

Suy ra, trên mỗi khoảng ( );3−∞ : ' 0 2y x= ⇔ =  

* Bảng biến thiên: 
x  −∞              0                   2             3    
'y         −           ||       +          0     −      || 
 
y  

+∞                                   2   
 
                   0                                   0                                       

Hàm số đạt cực đại tại điểm 2,  (2) 2x y= =  và đạt cực tiểu tại điểm 
0,  (0) 0x y= = . 

Chú ý:  

* Ở bài 2 ví dụ 2 mặc dù 3x = ±  là điểm mà tại đó hàm số không có đạo hàm 
tuy nhiên hàm số lại không xác định trên bất kì khoảng ( ; )a b   nào của hai điểm 
này nên hai điểm này không phải là điểm cực trị của hàm số.  
* Tương tự vậy thì 3x =  của hàm số ở câu 3 cũng không phải là điểm cực trị 
nhưng 0x =  lại là điểm cực trị của hàm số. 

24. 2 1 2 8y x x= + − −  

*  Hàm số đã cho xác định và liên tục trên nửa khoảng ( ); 2 , 2; −∞ − +∞  . 

* Ta có: ( ) ( )
2

2
' 2 , ; 2 2;

2 8

x
y x

x
= − ∈ −∞ − ∪ +∞

−
. 

Hàm số không có đạo hàm tại các điểm 2, 2x x= − = . 

Suy ra, trên các khoảng ( ) ( ); 2 , 2;−∞ − +∞ : ' 0y =  

( ) ( )
22

; 2 2; 0 2
2 2

82 8

x x
x

xx x

 ∈ −∞ − ∪ +∞ ≤ < 
⇔ ⇔ ⇔ = 

=− =  

. 

* Bảng biến thiên: 
x  −∞           2−              2                           2 2                  +∞  
'y         +         ||               ||           −               0            +  

 
y  
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Trên khoảng ( )2;2 2 : ' 0y < , trên khoảng ( )2 2; : ' 0y+∞ > điểm cực tiểu là 

( )2 2;3 2 1+ . 

21
5. 12 3

2
y x x

 
= − − 

 
 

*  Hàm số đã cho xác định và liên tục trên đoạn  2;2 −  . 

* Ta có: ( )
2

2

1 12 3 3
' , 2;2
2 12 3

x x
y x

x

 − +
 = ∀ ∈ −
 − 

 

Hàm số không có đạo hàm tại các điểm 2, 2x x= − = . 

Suy ra, trên khoảng ( )2;2− : ' 0y =  

( )
22

2;2 2 0
1

112 3 3

x x
x

xx x

 ∈ − − < ≤ 
⇔ ⇔ ⇔ = − 

=− = −  

 

* Bảng biến thiên: 
x  −∞            2−                 1−                      2                    +∞  
'y                      ||        −        0         +           || 
 
y  

 

Trên khoảng ( )2; 1 : ' 0y− − < , trên khoảng ( )1;2 : ' 0y− >  suy ra điểm cực tiểu 

là ( )1; 2− − . 

Bài tập tương tự :  
Tìm cực trị của các hàm số : 

1. 21 2 8y x x= + + −  

2. 2 3
2

x
y x= + +  

3. 22 1y x x x= + + +  

4. ( )216 1y x x x x= − + −  

 
Ví dụ 3 : Tìm cực trị của các hàm số : 

( )1. y f x x= =  

( ) ( )2. 2y f x x x= = +  

( ) ( )3. 3y f x x x= = −  

Giải : 

( )1. y f x x= =  
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* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

0

0

x khi x
y

x khi x

 ≥
= 

− <

  

  

.  

* Ta có 
1 0

'
1 0

khi x
y

khi x

 >
= 

− <

  

  

 

Trên khoảng ( );0−∞ : ' 0y < ,trên khoảng ( )0;+∞ : ' 0y > . 

* Bảng biến thiên  
x  −∞  0                                         +∞  
'y                            −               +  

y  +∞   
0  

                                       +∞  
 

Hàm số đạt điểm cực tiểu tại điểm ( )0, 0 0x f= = . 

( ) ( )
( )

( )
2 0

2. 2
2 0

x x khi x
y f x x x

x x khi x

 + ≥
= = + = 

− + <

  

 

  

 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có 
2 2 0 0

'
2 2 0

x khi x
y

x khi x

 + > >
= 

− − <

  

  

 

Hàm số liên tục tại 0x = , không có đạo hàm tại 0x = . 

Trên khoảng ( );0−∞ : ' 0 1y x= ⇔ = − ,trên khoảng ( )0;+∞ : ' 0y > . 

* Bảng biến thiên  
x  −∞                    1−  0                      +∞                               
'y              +             0       −              +  

y   
 
−∞  

 
 
0  

                   +∞                                   
 

Vậy hàm số đạt cực đại tại điểm ( )1, 1 1x f= − − = , hàm số đạt cực tiểu tại điểm 

( )0, 0 0x f= = . 

( ) ( )3. 3y f x x x= = −  

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

( )
( )

( )
3 0

3 0

x x khi x
y f x

x x khi x

 − ≥
= = 

− − <

  

  

.  
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* Ta có 

( )3 1
0

2'
3

0
2

x
khi x

xy
x

x khi x
x

 −
 >


= 
− − <

 −

     

+   

 

Trên khoảng ( );0−∞ : ' 0y > ,trên khoảng ( )0;+∞ : ' 0 1y x= ⇔ =  

* Bảng biến thiên  
x  −∞                    0                               1                         +∞                               
'y          +                                −               0               +  

y   
 
−∞  

0  
 
 

                                                       +∞                                   
                             
                           2−  

Hàm số đạt điểm cực đại tại điểm ( )0, 0 0x f= = , hàm số đạt điểm cực tiểu tại 

điểm ( )1, 1 2x f= = − . 

Bài tập tương tự :  
Tìm cực trị của các hàm số : 

1. 1y x x= + +  

2 22. 4y x x x= + − −  

23. 2 4y x x= + −  

24. 2 4 2 8y x x= − + −  

25. 3 9y x x x= + + +  

26. 2 1 2y x x x x= − + + − + −  

 
Ví dụ 4 : Tìm cực trị của các hàm số sau 
1. 2 sin2 3y x= −  2. 3 2 cos cos2y x x= − −   

Giải : 
1. 2 sin2 3y x= −  
* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 
* Ta có ' 4 cos2y x=   

' 0 cos2 0 ,
4 2

y x x k k
π π

= ⇔ = ⇔ = + ∈ � , 

'' 8 sin2y x= −  

8 2
'' 8 sin

8 2 14 2 2

khi k n
y k k

khi k n

π π π
π

− =    
+ = − + =    

= +    

    

     

 

Vậy hàm số đạt cực đại tại các điểm ; 1
4 4

x n y n
π π

π π
 

= + + = − 
 

 và đạt cực 

đại tại ( ) ( )2 1 ; 2 1 5
4 2 4 2

x n y n
π π π π 

= + + + + = − 
 
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2. 3 2 cos cos2y x x= − −  
* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có ( )' 2 sin 2 s in2 2 sin 1 2 cosy x x x x= + = +  

sin 0

' 0 ,1 2 2
cos cos 2

2 3 3

x x k

y k
x x k

π

π π
π

 = =
 = ⇔ ⇔ ∈
 = − = = ± +
  

  � . 

'' 2 cos 4 cos2y x x= +  

2 2
'' 2 6 cos 3 0

3 3
y k

π π
π

 
± + = = − < 
 

. Hàm số đạt cực đại tại 
2

2
3

x k
π

π= ± + , 

2 1
2 4

3 2
y k

π
π

 
± + = 
 

 

( )'' 2 cos 4 0,y k k kπ π= + > ∀ ∈ � . Hàm số đạt cực tiểu tại 

( ) ( ), 2 1 cosx k y k kπ π π= = −    

Bài tập tương tự: 
Tìm cực trị của các hàm số : 

1. 2
2 siny x x= − . 

2. t ny x a x= . 

3. 2
cosy x= . 

4. 3 sin3 cos xy x= + . 

5. 2
2 siny x x= − . 

6. t ny x a x= . 

7. 2
cosy x= . 

8. 3 sin3 cos xy x= + . 
 

Ví dụ 5: Tìm cực trị của hàm số : sincos xy x=  trên đoạn 0;
2

π 
 
 

. 

Giải: 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục đoạn 0;
2

π 
 
 

. 

* Ta có : 
2cos 1 3 sin

' sin sin .cos
2 sin 2 sin

x x
y x x x

x x

−
= − + = . 

Trên khoảng 0;
2

π 
 
 

: ( )
2

0;
12' 0 sin *

1 3
sin

3

x

y x

x

π  
∈    = ⇔ ⇔ =

 =


   

Tồn tại góc β  sao cho 
1

sin
3

β = , khi đó ( )* x β⇔ =  . 
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Với 
1

sin
3

β =  thì 
6

cos
3

β =  và ( )
4 12

3
cos siny β β β= =  

Bảng xét dấu 'y : 

x  
0                                β                                      

2

π
 

'y  +                      0                 −  

Hàm số đạt cực đại tại ( )
4 12

3
,x yβ β= =  với 

1
sin

3
β = . 

Bài tập tương tự: 
Tìm cực trị của các hàm số : 

1. ( )cos2 1 sin 2y x x= +  trên khoảng  ;
2 2

π π
−
 
 
 

. 

2. 2 cos 3 cos
2 3

x x
y = +  trên khoảng  ( )0;20π . 

3. cot 4y x x= +  trên đoạn   ;
4 4

π π
−
 
 
 

. 

4. 
cos 2sin 3
2cos sin 4
x x

y
x x

+ +
=

− +
 trên khoảng  ( );π π− . 

 

Ví dụ 6: Tìm cực trị của hàm số : 3 3cos sin 3 sin 2y x x x= + +  . 

Giải: 

( )( )3 3cos sin 3 sin 2 cos sin 1 cos .sin 3 sin 2y x x x x x x x x= + + = + − +  

Vì ( ) ( )1 1
1 cos . sin 2 2cos .sin 2 sin2 0

2 2
x x x x x− = − = − >  

Nên ( )cos sin 1 cos . sin 3 sin 2y x x x x x= + − +  

Đặt 
2

2
1

cos sin cos . sin , 0
2
t

t x x x x t
−

= + ⇒ = ≤ ≤  

Khi đó ( ) 3 21 3 3 3
2 2 2 2

y f t t t t= = − + + − , 20 t≤ ≤  

Ta có : ( ) ( )
2

23 3
' 2 1 2 1 0, 0; 2
2 2

y t t t t   = − + + = − − > ∀ ∈      
, suy ra hàm số 

không có cực trị . 
 
Ví dụ 7: Tính đạo hàm của hàm số tại điểm 0x =  và  chứng minh rằng hàm 
số đạt cực tiểu tại 0x = , biết rằng hàm số ( )f x  xác định bởi : 
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3 21 sin 1
, 0( )

0 , 0

x x
x

f x x
x

 + −
 ≠= 
 =


.  

Giải : 

( )
3 2

20 0

( ) (0) 1 sin 1
' 0 lim lim

x x

f x f x x
f

x x→ →

− + −
= =  

( )
( )

2

0 2
32 2 23

sin
' 0 lim

1 sin 1 sin 1
x

x x
f

x x x x x
→

=
 

+ + + + 
 

 

( )
( )

0 2
32 23

sin 1
' 0 lim sin . . 0

1 sin 1 sin 1
x

x
f x

x
x x x x

→
= =

+ + + +

 

Mặt khác 0x ≠ , ta có : 

( )
( )

( ) ( )
2

2
32 23

sin
0 0 .

1 sin 1 sin 1

x
f x f x f

x x x x

= ⇒ ≥ =

+ + + +

 

Vì hàm số ( )f x liên tục trên �  nên hàm số ( )f x đạt cực tiểu tại 0x = . 

Ví dụ 8 : Cho hàm số 
2 1
sin , 0

( )
0 , 0

x x
f x x

x


≠

= 
 =


 

. Chứng minh rằng 

'(0) 0f =  nhưng hàm số ( )f x  không đạt cực trị tại điểm 0 . 
Giải : 

Ta có 
( )( ) 0 1

sin
f x f

x
x x

−
= với mọi 0x ≠ . 

Với mọi 0x ≠ :  
1

sinx x
x

≤ và 
0

lim 0
x
x

→
=  nên 

( )
0

( ) 0
lim 0
x

f x f

x→

−
= . Do đó 

hàm số ( )f x  có đạo hàm tại 0x =  và '(0) 0f = . 

Lấy một dãy 
1

2n
x

nπ
= , khi đó 

( )
2

1
( ) sin2 0,

2
n

f x n n

n

π
π

= = ∀ . 

Giả sử ( );a b  là một khoảng bất kỳ chứa điểm 0 . 

Vì 
0

lim 0
nx
x

→
= nên với n  đủ lớn ( );n

x a b∈  và do ( )( ) 0 0 ,
n

f x f n= = ∀ , theo 

định nghĩa cực trị của hàm số , 0x = không phải là một điểm cực trị của ( )f x .  
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Dạng 2 : Tìm điều kiện để hàm số có cực trị. 
Phương pháp:  Sử dụng định lí 2 và định lí 3  

Chú ý: 

 * Hàm số f (xác định trên D ) có cực trị 
0
x D⇔ ∃ ∈  thỏa mãn hai điều kiện 

sau: 

   i) Tại đạo hàm của hàm số tại 
0
x  phải triệt tiêu hoặc hàm số không có đạo hàm 

tại 
0
x  

  ii) '( )f x  phải đổi dấu qua điểm 
0
x  hoặc 

0
"( ) 0f x ≠ . 

* Nếu '( )f x  là một tam thức bậc hai hoặc triệt tiêu và cùng dấu với một tam 

thức bậc hai thì hàm có cực trị ⇔  phương trình '( )f x  có hai nghiệm phân biệt 

thuộc tập xác định. 

 

Ví dụ 1 : Với giá trị nào của m , hàm số 

( )22 3 sin 2 sin2 3 1y m x m x m= − − + −  đạt cực tiểu tại điểm ?.
3

x
π

=  

Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên� . 

* Ta có : ( )2' 2 3 cos 4 cos2 ,y m x m x= − −   

( )2'' 2 3 sin 8 sin2y m x m x= − − + . 

Điều kiện cần để hàm số y  đạt cực tiểu tại điểm 
3

x
π

=  là ' 0
3

f
π 

= 
 

 

2 2 3 0 3 1m m m m⇔ + − = ⇔ = − ∨ = . 

Điều kiện đủ để hàm số y  đạt cực tiểu tại điểm 
3

x
π

=  là '' 0
3

y
π 

> 
 

. 

Thật vậy, ( )2'' 3 4 3
3

y m m
π 

= − − − 
 

 

+  3m = − , ta có '' 0
3

y
π 

< 
 

. Do đó hàm số đạt cực đại tại điểm 
3

x
π

= . 

+  1m = , ta có '' 0
3

y
π 

> 
 

.  Do đó hàm số đạt cực tiểu tại điểm 
3

x
π

= . 

Vậy hàm số ( )f x  đạt cực tiểu tại điểm 
3

x
π

= khi và chỉ khi 1m = . 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm m để 3 23 12 2y mx x x= + + +  đạt cực đại tại điểm 2x = . 
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2.  Xác định giá trị tham số m để hàm số 
2 1x mx

y
x m

+ +
=

+
 đạt cực đại tại 2.x =  

3.  Xác định giá trị tham số m để hàm số ( )3 23 1y x m x m= + + + −  đạt cực 

đại tại 1.x = −  

Ví dụ 2: Tìm m ∈ �  để hàm số 
2 2

1

x mx
y

mx

+ −
=

−
 có cực trị . 

Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
1

\
m

 
 
 

�  

+  Nếu 0m =  thì 2 2y x= − ⇒  hàm số có một cực trị 

+  Nếu 0m ≠  hàm số xác định 
1

x
m

∀ ≠  

* Ta có 
2

2

2
'

( 1)

mx x m
y

mx

− +
=

−
. Hàm số có cực trị khi phương trình 

2 2 0mx x m− + =   có hai nghiệm phân biệt khác 
1

m
 

21 0
1 11

0

m

m
m
m

 − >


⇔ ⇔ − < <
− ≠



. 

Vậy 1 1m− < <   là những giá trị cần tìm. 

Bài tập tương tự :  
Tìm m  để đồ thị của hàm số sau có cực trị :  

1. ( )3 23 2 3 4y x mx m x m= − + + + +  

2. 
( )2 1 2

1

x m x m
y

x

− + − +
=

−
  

3. ( )4 22 4 2 5y x m x m= − − + −  

4. 
( )2 2 1

2

mx m x
y

x

− − −
=

+
 

 

Ví dụ 3: Chứng minh rằng với mọi giá trị của m ∈ � , hàm số 

( )2 31 1x m m x m
y

x m

− + + +
=

−
  luôn có cực đại và cực tiểu . 

Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên { }\D m= � . 

* Ta có: 

( )

( )

( )
( )

2 2
2 2

2 2

2 1
' , , 2 1

g xx mx m
y x m g x x mx m

x m x m

− + −
= = ≠ = − + −

− −
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Dấu của ( )g x  cũng là dấu của 'y  và ( )2 2' 1 1 0 ,
g
m m m∆ = − − = > ∀  .  

Do đó m∀  thì ( ) 0g x =  luôn có 2  nghiệm phân biệt 
1 2

1, 1x m x m= − = +  

thuộc tập xác định . 

* Bảng biến thiên: 

x  −∞         1m −               m              1m +          +∞       

'y         +          0       −          −         0       +  

y  

                           
 

 

−∞                           −∞  

+∞                           +∞  
 

 

                                       

'y  đổi dấu từ dương  sang âm khi x qua điểm 
1

1x m= − thì hàm số đạt cực đại 

tại điểm 
1

1x m= −   

'y  đổi dấu từ âm sang dương khi x qua điểm 
2

1x m= + thì hàm số đạt cực tiểu 

tại điểm 
2

1x m= +  

Bài tập tương tự :  
Tìm m  để đồ thị của hàm số sau có một cực đại và cực tiểu : 

1. 
( ) ( )21 1

1

m x m x m
y

x

− − − +
=

−
 

2. ( ) ( )3 21
1 1 2 1

3
y m x m x m= + + + + +  

 

Ví dụ 4 : Tìm  m để điểm ( )2;0M  là điểm cực đại của đồ thị hàm số 

3 2 4y x mx= − + − . 

Giải: 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có 2' 3 2 , '' 6 2y x mx y x m= − + = − +  . 

Điểm ( )2;0M  là điểm cực đại của đồ thị hàm số khi và chỉ khi :  

( )
( )

( )

' 2 0 12 4 0
3

'' 2 0 12 2 0 3
6

8 4 4 02 0

y m
m

y m m
m

my

 = − + =
 = 

< ⇔ − + < ⇔ ⇔ =  
<  − + − == 

 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm  m để hàm số ( )4 21 1y x m x m= + + + − có điểm cực tiểu ( )1;1− . 

2. Tìm  m để hàm số 
( )2 1 2

1

x m x m
y

x

+ − + −
=

+
có điểm cực đại ( )2; 2−  . 

Ví dụ 5 : Cho hàm số 4 3 24 3( 1) 1y x mx m x= + + + + . Tìm m ∈ �  để : 

1.Hàm số có ba cực trị. 
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2.Hàm số có cực tiểu mà không có cực đại. 

Giải: 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có 3 2 2' 4 12 6( 1) 2 (2 6 3( 1))y x mx m x x x mx m= + + + = + + +  

2

0
' 0

( ) 2 6 3 3 0

x
y

f x x mx m

 =
= ⇔

= + + + =

 

Nhận xét: 

 *Nếu y  có hai nghiệm phân biệt
1 2
, 0x x ≠ , khi đó 'y sẽ đổi dấu khi đi qua ba 

điểm 
1 2

0, ,x x  khi đó hàm có hai cực tiểu và 1 cực đại. 

*Nếu y  có 1 nghiệm 0x = , khi đó 'y  chỉ đổi dấu từ −  sang +  khi đi qua một 

điểm duy nhất nên hàm chỉ có một cực tiểu. 

* Nếu y  có nghiệm kép hoặc vô nghiệm thì 'y  chỉ đổi dấu từ - sang + khi đi 

qua 0x =  nên hàm đạt cực tiểu tại 0x = .  

Từ trên ta thấy hàm số luôn có ít nhất một cực trị. 
1.Hàm số có ba cực trị khi và chỉ khi y có hai nghiệm phân biệt khác 0 

2 1 7 1 7' 3(3 2 2) 0
3 3

(0) 0 1

m m m m

y m

 − +∆ = − − >  < ∪ >
⇔ ⇔ 

≠  ≠ − 

. 

2.  Theo nhận xét trên ta thấy hàm chỉ có cực tiểu mà không có cực đại  

⇔  hàm số không có ba cực trị 
1 7 1 7

3 3
m

− +
⇔ ≤ ≤ . 

Chú ý:  

1) Đối với hàm trùng phương 4 2  ( 0)y ax bx c a= + + ≠  

Ta có 3 2

2

0
' 4 2 (4 ) ' 0

4 0 (1)

x
y ax bx x ax b y

ax b

 =
= + = + ⇒ = ⇔

+ =

 

 * Hàm có ba cực trị ⇔ (1) có hai nghiệm phân biệt khác 0
0

0

b

ab

 ≠
⇔ 

<
.  

Khi đó hàm có hai cực tiểu, một cực đại khi 0a > ; hàm có hại cực đại, 1 cực 

tiểu khi 0a < . 

* Hàm có một cực trị khi và chỉ khi (1) có nghiệm kép hoặc vô nghiệm hoặc có 

1 nghiệm 
0 0

0
(0) 0 0

ab
x

y b

 ∆ < >
= ⇔ ⇔ 

= =  
. Khi đó hàm chỉ có cực tiểu khi 0a >  

và chỉ có cực đại khi 0a < . 

2) Đối với hàm số bậc bốn 4 3 2y ax bx cx d= + + + ,  
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Ta có: 3 2

2

0
' 4 3 2 ' 0

4 3 2 0 (2)

x
y ax bx cx y

ax bx c

 =
= + + ⇒ = ⇔

+ + =

 

*  Hàm số có ba cực trị khi và chỉ khi (2) có hai nghiệm phân biệt khác 0  

29 32 0

0

b ac

c

 − >
⇔ 

≠

. Khi đó hàm có hai cực tiểu, một cực đại khi 0a > ; hàm có 

hại cực đại, 1 cực tiểu khi 0a < . 

* Hàm có một cực trị khi và chỉ khi (2) có nghiệm kép hoặc vô nghiệm hoặc có 

1 nghiệm 

20 9 32 0
0

(0) 0 0

b ac
x

y c

∆ < − <
= ⇔ ⇔

= = 

. Khi đó hàm chỉ có cực tiểu 

khi 0a >  và chỉ có cực đại khi 0a < . 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm m  để hàm số 
2mx x m

y
x m

+ +
=

+
 không có cực đại , cực tiểu . 

2. Tìm m  để hàm số 3 23 ( 1) 1y mx mx m x= + − − −  không có cực trị. 
3. Xác định các giá trị của tham số k để đồ thị của hàm số 

( )4 21 1 2y kx k x k= + − + −  chỉ có một điểm cực trị. 

4. Xác định m  để đồ thị của hàm số 4 2 3y x mx= − + có cực tiểu mà không có 

cực đại. 

Ví dụ 6 : Tìm m  để hàm số 22 2 4 5y x m x x= − + + − +  có cực đại. 

Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có
2 2 3

2
' 2 ;  "

4 5 ( 4 5)

x m
y m y

x x x x

−
= − + =

− + − +

. 

+  Nếu 0m =  thì 2 0y x= − < ∀ ∈ �  nên hàm số không có cực trị. 

+  0m ≠  vì dấu của ''y chỉ phụ thuộc vào m nên để hàm có cực đại thì trước 

hết  " 0y < 0m⇔ < . Khi đó hàm số có cực đại ⇔ Phương trình ' 0y =  có 

nghiệm (1). 

Ta có: 2' 0 2 ( 2) 1 ( 2)y x m x= ⇔ − + = −  (2) . 

Đặt 2t x= −  thì (2) trở thành :  

2
22 2

2

00
2 1 (1)1

( 4) 1
4

t
t

mt t
tm t

m

 ≤ ≤ 
= + ⇔ ⇔ ⇒ 

=− =   −

 có nghiệm  

2 4 0 2m m⇔ − > ⇔ < −   (Do 0m < ). 

Vậy 2m < −  thì hàm số có cực đại. 
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Dạng 3 : Tìm điều kiện để các điểm cực trị của  hàm số thỏa mãn điều 

kiện cho trước. 
 
Phương pháp:  
• Trước hết ta tìm điều kiện để hàm số có cực trị,  
• Biểu diễn điều kiện của bài toán thông qua tọa độ các điểm cực trị của đồ thị 
hàm số từ đó ta tìm được điều kiện của tham số. 
Chú ý:  
* Nếu ta gặp biểu thức đối xứng của hoành độ các điểm cực trị và hoành độ các 
điểm cực trị là nghiệm của một tam thức bậc hai thì ta sử dụng định lí Viét. 
* Khi tính giá trị cực trị của hàm số qua điểm cực trị ta thường dùng các kết quả 
sau: 

 Định lí 1: Cho hàm đa thức ( )=y P x , giả sử ( ) ( ) ( )= + +’y ax b P x h x  khi đó  

nếu 
0
x  là điểm cực trị của hàm số thì giá trị cực trị của hàm số là: 

( ) ( )0 0
y x h x=  và ( )y h x=  gọi là phương trình quỹ tích của các điểm cực trị. 

Chứng minh: Giả sử 
0
x  là điểm cực trị của hàm số, vì  ( )P x  là hàm đa thức 

nên ( )0' 0P x =  ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0
( ) 'y x ax b P x h x h x⇒ = + + =   (đpcm) . 

Định lí 2: Cho hàm phân thức hữu tỉ 
( )

( )

u x
y
v x

=  khi đó nếu 
0
x  là điểm cực  

trị của hàm số thì giá trị cực trị của hàm số: 
( )

( )
0

0

0

'
( )

'

u x
y x

v x
= . 

Và 
( )

( )

'

'

u x
y
v x

=  là phương trình quỹ tích của các điểm cực trị. 

Chứng minh: Ta có 
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

' '
'
u x v x v x u x

y
v x

−
=  

( ) ( ) ( ) ( )' 0 ' ' 0y u x v x v x u x⇒ = ⇔ − =  (*). Giả sử 
0
x là điểm cực trị của 

hàm số thì 
0
x  là nghiệm của phương trình (*) 

( )

( )

( )

( )
( )0 0

0

0 0

'

'

u x u x
y x

v x v x
⇒ = = . 

 

Ví dụ 1 : Tìm m để đồ thị của hàm số ( )3 21
2 1 2

3
y x mx m x= − + − +  có 2  

điểm cực trị dương. 
Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 
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* Ta có 2' 2 2 1y x mx m= − + −  
2' 0 2 2 1 0  (*)y x mx m= ⇔ − + − =  

* Hàm số có hai điểm cực trị dương ⇔  (*)  có hai nghiệm dương phân biệt 

∆ = − + > 
 > 

⇔ = > ⇔ 
  ≠= − > 

2' 2 1 0 1

2 0 2
12 1 0

m m
m

S m

mP m

. 

Vậy 


>

 ≠


1

2
1

m

m

 là những giá trị cần tìm. 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm m để đồ thị của hàm số ( )3 2 6 5y x mx m x= − + + +  có 2  điểm cực trị 

dương. 

2. Tìm m để đồ thị của hàm số 
22 2

1

x mx m
y

mx

− + −
=

+
 có 2  điểm cực trị âm. 

Ví dụ 2 : Tìm m để đồ thị của hàm số 
2 3 2 1

1

mx mx m
y

x

+ + +
=

−
 có  cực đại, 

cực tiểu và 2  điểm đó nằm về hai phía với trục Ox . 
Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên { }\ 1� . 

* Ta có 
2

2

2 5 1
'

( 1)

mx mx m
y

x

− − −
=

−
 

( ) ( )2' 0 2 5 1 0  1   *y mx mx m x= ⇔ − − − = ≠  

Hàm số có hai điểm cực trị ⇔ ( )*  có 2  nghiệm phân biệt 
1 2
, 1x x ≠  

0 1

(6 1) 0 6
06 1 0

m
m

m m

mm

 ≠ 
 < −⇔ + > ⇔ 
 >− − ≠ 

.  

Hai điểm cực trị của đồ thị hàm số nằm về hai phía trục Ox  

( ) ( )1 2
. 0y x y x⇔ <  . 

Áp dụng kết quả định lí 2 ta có: ( ) ( )1 1
2 1y x m x= − , ( ) ( )2 2

2 1y x m x= −  

( ) ( ) ( ) ( )2

1 2 1 2 1 2
. 4 1 4 2 1y x y x m x x x x m m ⇒ = − + + = − −

 
. 
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( ) ( )1 2

1
. 0 4 ( 2 1) 0 2

0

m
y x y x m m

m


< −< ⇔ − − < ⇔


>

. 

Vậy 


< −


>

1

2
0

m

m

 là những giá trị cần tìm. 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm m để đồ thị của hàm số ( )3 21 1 3
3 2

m
y x x m x= − + − +  có  cực đại, cực 

tiểu và 2  điểm đó nằm về hai phía với trục Ox . 

2. Tìm m để đồ thị của hàm số 
( ) 3 2

1
3 1

3

m
y x mx m

+
= − − + −  có  cực đại, 

cực tiểu và 2  điểm đó nằm về hai phía với trục Oy . 

3. Cho hàm số 
2 3 2 1 1

,
1 6

mx mx m
y m

x

+ + +
= ≠

−
. Tìm m  để hàm số có cực đại, 

cực tiểu và hai điểm cực trị đó nằm về hai phía của trục hoành. 

Ví dụ 3 : Tìm m để đồ thị của hàm số 3 2( ) : 2 12 13
m
C y x mx x= + − −  có 

điểm cực đại, cực tiểu và các điểm này cách đều trục Oy . 
Giải: 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên �  

* Ta có 2 2' 2(3 6) ' 0 3 6 0  (2)y x mx y x mx= + − ⇒ = ⇔ + − =  
Vì (2) luôn có hai nghiệm phân biệt nên đồ thị hàm số luôn có hai cực trị. Gọi 

1 2
,x x  là hoành độ hai cực trị, hai điểm cực trị cách đều trục tung  

1 2 1 2 1 2
0x x x x x x⇔ = ⇔ = − ⇔ + = (vì 

1 2
x x≠ ) 

− −
⇔ = = = ⇔ =0 0

3

b m
S m

a
. 

Vậy = 0m  là giá trị cần tìm. 
Bài tập tương tự :  

1. Tìm m  để đồ thị của hàm số ( ) :
m
C  ( ) ( )3 21

2 3 2 3
3

y x m x m x= − + − − −  

có điểm cực đại, cực tiểu và các điểm này cách đều trục Oy . 

2. Tìm m  để đồ thị của hàm số ( ) :
m
C  

( )2 1 1

1

x m x m
y

x

− − + +
=

−
 có điểm cực 

đại, cực tiểu và các điểm này cách đều trục Ox . 
Ví dụ 4 : Tìm m để đồ thị của hàm số 



Nguyễn Phú Khánh – Đà Lạt  
 

68 

( ) ( )3 2 22 1 3 2 4y x m x m m x= − + + − + +  có hai điểm  cực đại và cực tiểu 

nằm về hai phía trục tung . 
Giải : 

* Hàm số cho xác định và liên tục trên �  

* Ta có : ( )2 2' 3 2 2 1 3 2y x m x m m= − + + − +  

Hàm số có hai điểm  cực đại và cực tiểu nằm về hai phía trục tung khi và chỉ khi 
phương trình ' 0y =  có hai nghiệm phân biệt 

1 2
,x x thoả mãn 

1 2
0x x< <   

( )3. ' 0 0y⇔ <
2 3 2 0 1 2m m m⇔ − + < ⇔ < <  

Vậy giá trị cần tìm là  1 2m< < . 
Bài tập tương tự :  

1. Tìm m để đồ thị của hàm số ( )3 2 22 7 9 1y x mx m m x= − + + − −  có hai 

điểm  cực đại và cực tiểu nằm về hai phía trục tung . 

2. Tìm m để đồ thị của hàm số ( ) ( )3 2 24 3 7 10 3y x m x m m x= − + − + + + +  

có hai điểm  cực đại và cực tiểu nằm về hai phía trục hoành . 

Ví dụ 5 : Tìm tham số 0m >  để hàm số 
2 2 22 5 3x m x m m

y
x

+ + − +
=  đạt 

cực tiểu tại ( )0;2x m∈ . 

Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên khoảng ( )0;2m   

* Ta có :
( )2 2

2 2

2 5 3
' , 0

g xx m m
y x

x x

− + −
= = ≠ , ( ) 2 22 5 3g x x m m= − + −   

Hàm số đạt cực tiểu tại  ( ) ( )0;2 0x m g x∈ ⇔ =  có hai nghiệm phân biệt 

( )1 2 1 2
,x x x x<   thoả ( )

( )
1 2

0

0 2 1. 0 0

1. 2 0

m

x x m g

g m

 >


< < < ⇔ <


>
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2

2

0
10 1 1
22 5 3 0 3 3

2 5 3 0 2 2
3

1

2

m

m m m
m m

m mm m

m

m





>
 >  < < < ⇔ − + − < ⇔ ⇔   >   >+ − >    

 < −

 >


. 

Vậy giá trị m  cần tìm là 
1 3

1
2 2
m m< < ∨ > . 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm tham số m  để hàm số 3 2 2 2 3y x m x x= − − +  đạt cực tiểu tại 

( );2x m m∈ . 

2. Tìm tham số m  để hàm số ( )4 21 1y x m x= − − −  đạt cực đại  tại 

( )1; 1x m∈ + . 

Ví dụ 6 : Tìm tham số thực m  để đồ thị của hàm số : 

( )3 21
3 3 1 2

3
y mx mx m x= + + + −  có cực đại tại ( )3;0x ∈ − . 

Giải : 
* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có 2' 6 3 1y mx mx m= + + +  
+ Nếu 0m = thì ' 1 0,y x= > ∀ ∈ ⇒� hàm số luôn tăng x∀ ∈ � , do đó hàm 
số không có cực trị. 

 + Nếu 0m ≠ , ta có ( )' 6 1m m∆ = − . 

* Bảng xét dấu  
m  −∞  

0                                   
1

6
 

                    +∞  

'∆           +  0               −                  0           +  

 i Nếu 
1

0
6

m< <  thì ' 0,y x> ∀ ∈ ⇒�  hàm số luôn tăng x∀ ∈ � , do đó 

hàm số không có cực trị. 

 i Nếu 
1

6
m =  thì ( )

2
21 3 1

' 3 0,
6 2 6

y x x x x= + + = + ≥ ∀ ∈ ⇒�  hàm số luôn 

tăng x∀ ∈ � , do đó hàm số không có cực trị. 
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 i Với  0m < hoặc 
1

6
m > , khi đó tam thức 'y có hai nghiệm phân biệt 

( )1,2 1 2

'
3x x x

m
 

∆
= − ± < .  

0m + < . Ta có bảng xét dấu 
x  −∞  

1
x                                         

2
x               +∞  

'y           −  0                     +                     0       −  

Dựa vào bảng xét dấu, suy ra 
2
x  là hoành độ cực đại của hàm số.  

Theo bài toán, ta có 
2

'
3 0 3 3 0 ' 3x m

m

∆
− < < ⇔ − < − − < ⇔ ∆ < −  

( ) ( )2 2 1
6 1 9 3 0 0

3
m m m m m m do m ⇔ − < ⇔ + > ⇔ < − <  

1

6
m + > , tương tự. 

Bài tập tự luyện: 

1. Tìm tham số thực m  để đồ thị của hàm số : 
2

1

mx x
y

x

+
=

− +
 có cực đại tại 

( )0;1x ∈  và có cực tiểu x ở ngoài khoảng đó. 

2. Tìm tham số thực m  để đồ thị của hàm số : 
( )2 1

2

x m x
y

x

+ +
=

+
 có cực đại tại 

0;1x  ∈    và có cực tiểu x  ở ngoài đoạn đó. 

3. Tìm tham số thực m  để đồ thị của hàm số : ( ) 3 21y m x mx x= + + −  có một 

cực trị  tại ( )1;1x ∈ − . 

Ví dụ 7 : Cho hàm số 
( )2 1

2

x m x
y

x

+ +
=

+
, hãy tìm tham số m  để hàm số đạt 

cực đại , cực tiểu tại các điểm có hoành độ 
1 2
,x x thỏa mãn hệ thức  : 

2 2

1 2

1 2

1 1
6x x
x x

 
 + = − +
 
 

. 

Giải : 

*  Hàm số đã cho xác định và liên tục trên ( ) ( ); 2 2;−∞ − ∪ − +∞ . 

* Ta có 
( )

2

2

4
' , 2

2

x x m
y x

x

+ +
= ≠ −

+
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* Để hàm số đạt cực đại , cực tiểu tại các điểm có hoành độ 
1 2
,x x thì phương 

trình ( ) 2 4 0g x x x m= + + =  có hai nghiệm phân biệt khác 2−  khi đó 

( ) ( ) ( )
2

4 0
4

2 2 4. 2 0

m
m

g m

∆ = − >
⇔ <

− = − + − + ≠

. 

Theo định lý Vi-ét , ta có : 1 2

1 2

12

.

x x

x x m

 + =


=
. 

( )
22 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 21 2

1 1
6 2. . 6

.

x x
x x x x x x

x xx x

  +
 + = − + ⇔ + − = −
 
 

 

2
224

8 12 016 2
6 2

0 40 4 0 4

m
m mm

m mm
mm m

 =  − + = − = 
=⇔ ⇔ ⇔ ⇔ =  ≠ <  ≠ <  ≠ < 

. 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm m  để đồ thị của hàm số: ( ) ( )3 21 1
3 1 2 1

3 2
y x m x m mx= − − + − có cực 

đại, cực tiểu đồng thời hoành độ cực đại, cực tiểu  
1 2
,x x thỏa mãn hệ thức  : 

2

1 2
3x x= + . 

2. Tìm m  để đồ thị của hàm số: ( )3 2 21
1

3 3

m
y x mx m x= − + − −  có cực đại, 

cực tiểu đồng thời hoành độ cực đại, cực tiểu  
1 2
,x x thỏa mãn hệ thức  :  

( )2

1 1 2
. 5 12x x x= − + . 

3. Tìm m  để đồ thị của hàm số:
( )

2
1

1 ; 1
1

m
y x m m

x

−
= + + + ≠

−
 có cực đại, 

cực tiểu đồng thời hoành độ cực đại, cực tiểu  
1 2
,x x thỏa mãn hệ thức  :  

2

1 2 1
1x x mx− = − . 

4. Tìm 5,m m< ∈ �  để đồ thị của hàm số: 

( ) ( )3 21 1
1 3 2

3 3
y x m x m x= − − + − +  có cực đại, cực tiểu đồng thời hoành độ 

cực đại, cực tiểu  
1 2
,x x thỏa mãn hệ thức :  

1 2
2 2 7x x≤ − < .                                              
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5. Tìm m +
∈ �  để đồ thị của hàm số: 

( ) ( ) ( )
23 22 3 2 1 6 1 1y x m x m m x m= − + + + + + có cực đại ( )1 1

,A x y , cực tiểu 

( )2 2
,B x y  thỏa mãn hệ thức  : ( ) ( ) ( )2

1 2 2 1
6 5y y m m x x− − > − . 

Ví dụ 8 : Tìm tham số m  để hàm số ( ) ( )2 3 1y x m x x m= − − − −  có cực 

đại và cực tiểu thỏa . 1
C CT
x x =

Đ
. 

 
Giải:  

 
* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có ( )2' 3 2 3 2 1y x m x m= − + + −  

( )2' 0 3 2 3 2 1 0 (1)y x m x m= ⇔ − + + − =  

Hàm số có hai điểm cực trị thỏa mãn  . 1
C CT
x x =

Đ
⇔ (1) có hai nghiệm 

1 2
,x x  

thỏa mãn: 
1 2
. 1x x =

2' 7 0
2

2 1 11
3

m
m

c m
mP

a

∆ = + >  =
⇔ ⇔  −

= −= = =  


. 

Vậy = 2m  hoặc = −1m  là giá trị cần tìm. 
Bài tập tương tự :  

1. Tìm tham số m  để hàm số 4 23 2y x mx= − −  có cực đại ( )0; 2A − và cực 

tiểu ,B C  sao cho  
2 4 4

.
6C B

m m
x x

+ −
< . 

2. Tìm tham số m  để hàm số 4 24 1y x mx= − +  có cực đại ( )0;1A và cực tiểu 

,B C  sao cho  ( )2. 2 8 10
C B
x x m m> + + . 

Ví dụ 9 : Tìm tham số m  để hàm số 

( ) ( )3 21 1
1 3 2

3 3
y mx m x m x= − − + − +   có cực đại , cực tiểu đồng thời 

hoành độ cực đại cực tiểu 
1 2
,x x  thỏa 

1 2
2 1x x+ = . 

Giải:  
* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có ( ) ( )2' 2 1 3 2y mx m x m= − − + −  

Hàm số có cực đại , cực tiểu khi 'y  đổi dấu hai lần qua nghiệm x , tức là 

phương trình ( ) ( )2 2 1 3 2 0mx m x m− − + − =  có hai nghiệm phân biệt 
1 2
,x x  
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( ) ( )
2 2

0 0

2 4 1 0' 1 3 2 0

m m

m mm m m

 ≠  ≠ 
⇔ 

− + + >∆ = − − − >  

 

0

2 6 2 6

2 2

m

m

 ≠


⇔  − +
< <



 

Theo định lý Vi – ét và yêu cầu bài toán, ta có:  

( )
( )

( ) ( )

1 2 1

1 2 2

1 2

3 4
2 1

2 1 2

3 2 3 23 4 2
.

m
x x gt x

m
m m

x x x
m m

m mm m
x x

m m m m

 −+ = =
 −  −

+ = ⇔ = 
 

− −     − −
= =        

   

 

( )2

2

3 8 4 0 0 3
2

m
m m m

m


=⇔ − + = ≠ ⇔


=

 

So với điều kiện bài toán , vậy 
2

2
3

m m= ∨ =   là giá trị cần tìm . 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm tham số m  để hàm số 4 23 2y x mx= − −  có cực đại ( )0; 2A − và cực 

tiểu ,B C  sao cho  ( )26
C B
x x m m− < − . 

2. Tìm tham số m  để hàm số 4 24 1y x mx= − +  có cực đại ( )0;1A và cực tiểu 

,B C  sao cho  ( )22 2
C B
x x m m− > − . 

Ví dụ 10: Tìm tham số m  để hàm số  
22 3 2

2

x x m
y

x

+ + −
=

+
 có điểm cực đại 

và cực tiểu tại các điểm có hoành độ 
1 2
,x x  thỏa mãn  ( ) ( )2 1

8y x y x− =  

Giải : 
22 3 2

2 1
2 2

x x m m
y x

x x

+ + −
= = − +

+ +
 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên { }\ 2D = −�  
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* Với 2, 0x m≠ − ≠ , ta có 
2

2

2 2 2

2( 2) ( )
' 2 , ( ) 2( 2)

( 2) ( 2) ( 2)

m x m g x
y g x x m

x x x

+ −
= − = = = + −

+ + +
 

Đồ thị hàm số có cực đại , cực tiểu khi ' 0y =  có 2 nghiệm phân biệt và 'y đổi 

dấu khi x  qua các nghiệm đó , khi đó phương trình ( ) 0g x =  có hai nghiệm 

phân biệt khác 2−  
2

2

2( 2) 0
0

2( 2 2) 0

x m
m

m

 + = >
⇔ ⇔ >

− + − ≠

 

Khi đó ta có 

( )
( )

( ) ( )1 1

2 1 2 1 2 1

2 2

4 3
(4 3) (4 3) 4

4 3

y x x
y x y x x x x x

y x x

 = +
⇒ − = + − + = −

= +

 

( ) ( ) ( )2

2 1 2 1 1 2 1 2
8 4 8 ( ) 4 4 1y x y x x x x x x x− = ⇔ − = ⇔ + − =   

Mà ( )
1 2

1 2

4

28

2

x x

m
x x

 + = −

 −

=


  

Từ ( ) ( )1 à 2v   suy ra 2 8
( 4) 4 4 0 2

2

m
m

 −
− − − = ⇔ = 

 
 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm tham số m  để hàm số  ( )3 21
2 2

3
y x m x= + − −  có điểm cực đại và cực 

tiểu tại các điểm có hoành độ 
1 2
,x x  thỏa mãn  ( ) ( )2 1

2y x y x− < . 

2. Tìm tham số m  để hàm số  ( ) ( )4 21 2 1y m x m x= + − −  có 2 điềm cực tiểu 

khác ( )0;0O   và  hoành độ 
1 2
,x x  của cực tiểu thỏa mãn  ( ) ( )2 1

1y x y x+ > . 

Ví dụ 11 : Cho hàm số 
( )2 1 1

1

x m x m
y

x

+ + + +
=

+
. Gọi ,A B là hai điểm 

cực trị , định m  để diện tích tam giác OAB bằng 2 . Với giá trị m  vừa tìm 
được , tính khoảng cách từ O  đến đường thẳng AB . 

Giải : 

*  Hàm số đã cho xác định và liên tục trên  ( ) ( ); 1 1;−∞ − ∪ − +∞ . 

* Ta có 
( )

2

2

2
' , 1

1

x x
y x

x

+
= ≠ −

+
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 i Với m∀ ∈ �  hàm số đã cho có điểm cực đại ( )2; 3A m− − và điểm cực tiểu 

( )0; 1B m + . 

 i Ta có :  

( ) ( )22; 3 6 13, 0; 1 1OA m OA m m OB m OB m− − ⇒ = − + + ⇒ = +

���� ����

 và  

( ) ( ) ( ) ( ). 2.0 3 1 3 1OAOB m m m m= − + − + = − +

���� ����

. � .
cos

.

OAOB
AOB

OAOB
=

���� ����

 

� �
( ) ( )

22

2

. .
sin 1 cos

.

OAOB OAOB

AOB AOB
OAOB

−

⇒ = − =

���� ����

 

 i Diện tích 
( )

� ( ) ( )
221 1

. .sin . .
2 2OAB

dt OAOB AOB OAOB OAOB
∆

= = −
���� ����

 

( ) ( )

3
... 1 2 1 2

1OAB OAB

m
dt m dt m

m∆ ∆

 = −
= = + ⇒ = ⇔ + = ⇔ 

=
 

 i Gọi d  là khoảng cách từ O  đến đường thẳng AB  khi đó 2 5AB =  và 

( )

11
.

2 5
OAB

m
dt d AB d

∆

+
= ⇒ = . 

2 5
3

5
m d+ = − ⇒ = . 

2 5
1

5
m d+ = ⇒ = . 

Bài tập tự luyện: 

1. Định m  để đồ thị của hàm số ( )3 21
3 1 4 2

3
y mx m x x= − + − − −  có cực trị 

,A B sao cho  tam giác MAB diện tích bằng 1 , biết ( )0;1M . 

2. Định m  để đồ thị của hàm số 4 2 22 1y x m x= − +  có cực trị , ,A B C sao cho  
tam giác ABC diện tích bằng 4 . 

Ví dụ 12 : Tìm tham số m  để hàm số 4 2 22 1y x m x= − +  có 3 điểm cực trị 
là 3  đỉnh của một tam giác vuông cân. 

Giải: 
*  Hàm số đã cho xác định và liên tục � . 

* Ta có 3 2 2 2' 4 4 4 ( )y x m x x x m= − = − . 
Với 0m ≠  hàm số có ba cực trị  .Khi đó tọa độ các điểm cực trị của đồ thị hàm 

số là: 4 4(0;1),  ( ;1 ),  ( ;1 )A B m m C m m− − − .  
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Dễ thấy =AB AC nên tam giác ABC vuông cân 2 2 2AB AC BC⇔ + =  
2 8 22( ) 4 1m m m m⇔ + = ⇔ = ±  

Vậy = ±1m  là những giá trị cần tìm. 
Bài tập tự luyện: 

1. Tìm tham số m  để hàm số ( )3 21
1

3
y x x m x m= − + − +  có 2  điểm cực trị 

,A B  sao cho ABO   một tam giác vuông cân , với O là gốc tọa độ. 

2. Tìm tham số m  để hàm số ( )4 21 1
1 2

4 2
y x m x m= − − + −  có 3 điểm cực trị 

là 3  đỉnh của một tam giác vuông. 

Ví dụ 13: Tìm m để đồ thị của hàm số 4 2 42 2y x mx m m= − + +  có cực đại , 
cực tiểu đồng thời các điểm cực trị lập thành tam giác đều. 

Giải : 
*  Hàm số đã cho xác định và liên tục � . 

* Ta có ( )3 2' 4 4 4y x mx x x m= − = −  

( )2

0
' 0

*

x
y

x m

 =
= ⇔ 

=

 

Đồ thị hàm số có cực đại , cực tiểu khi ' 0y =  có 3 nghiệm phân biệt và 'y đổi 

dấu khi x  qua các nghiệm đó , khi đó phương trình ( )*  có hai nghiệm phân biệt 

khác 0 0m⇔ >  

Khi đó : 

( )

( )
( )

4

4 2

4 2

0 0; 2

; 2' 0

; 2

x A m m

B m m m my
x m

C m m m m

 = ⇒ +


 − − += ⇔  = ± ⇒
 − +
 

 

Hàm số có 3  cực trị , ,A B C  lập thành tam giác đều 

2 2 4 4
AB AC

AB BC m m m
AB BC

 =
⇔ ⇔ = ⇔ + =

=
 

( ) ( )33 3 0 3 0m m m m⇔ − = ⇔ = >  

Vậy 3 3m =  là giá trị cần tìm . 
Bài tập tự luyện: 

1. Tìm m để đồ thị của hàm số ( )4 2 21 1
1

4 2
y x m x m m= − − + −  có cực đại , 

cực tiểu đồng thời các điểm cực trị lập thành tam giác đều. 
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2. Tìm m để đồ thị của hàm số 3 2 23

2
y x m x= − +  có cực đại A , cực tiểu B  

đồng thời các điểm ABC cực trị lập thành tam giác đều, biết ( )2;3C − . 

Ví dụ 14: Tìm a để đồ thị của hàm số ( )3 23 2y x x C= − + có điểm cực đại 

và điểm cực tiểu của đồ thị ( )C ở về hai phía khác nhau của đường tròn (phía 

trong và phía ngoài): ( ) 2 2 2: 2 4 5 1 0
a
C x y ax ay a+ − − + − = .  

Giải : 
*  Hàm số đã cho xác định và liên tục � . 

* Ta có : 2' 3 6y x x= −  

0 2
' 0

2 2

x y
y

x y

 = ⇒ =
= ⇔ 

= ⇒ = −
 

Cách 1:   

Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị ( ) ( )0;2 , 2; 2A B − . Hai điểm 

( ) ( )0;2 , 2; 2A B − ở về hai phía của hai đường tròn ( )aC  khi 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

/ /
. 0 5 8 3 5 4 7 0

a a
A C B C
P P a a a a⇔ < ⇔ − + + + <  

2 3
5 8 3 0 1

5
a a a⇔ − + < ⇔ < <  

Cách 2 : 

 ( ) ( ) ( )
2 2

: 2 1
a
C x a y a− + − =  có tâm ( );2I a a  và bán kính 1R =  

Ta có : ( ) ( )
2 2

22 2 2 5 4 8IB a a a a= − + + = + +   

2

2 36 6
5 1

5 5 5
IB a R

 
= + + ≥ > = ⇒ 

 
 điểm  B  nằm ngoài ( )aC ,  

do đó điểm A nằm trong đường tròn 

( ) ( )
2

2 2 3
1 2 2 1 5 8 3 0 1

5a
C IA a a a a a⇔ < ⇔ + − < ⇔ − + < ⇔ < <  

Bài tập tự luyện: 

1. Tìm m để đồ thị của hàm số ( )3 23 1
2

y x x C= − + + có điểm cực đại và 

điểm cực tiểu của đồ thị ( )C ở về một phía khác nhau của đường tròn (phía 

trong hoặc  phía ngoài): ( ) 2 2 2: 2 2 0
m
C x y mx my m+ + + + − = . 
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2. Tìm m để đồ thị của hàm số ( )3 2 2 1
m

y x mx m C= + + − có điểm cực đại 

và điểm cực tiểu của đồ thị ( )mC ở về hai phía khác nhau của đường tròn (phía 

trong và  phía ngoài): ( ) 2 2: 4C x y+ = . 

Ví dụ 15 : Tìm m  để đồ thị của hàm số: 4 22 1y x mx m= − + − có ba cực trị. 
Đồng thời các điểm cực trị , ,A B  C  của đồ thị  tạo thành một tam giác có bán kính 

đường tròn ngoại tiếp bằng 1 . 
Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có : ( )' 3 24 4 4y x mx x x m= − = −  

2

0
' 0

x
y

x m

 =
= ⇔ 

=
 

Với 0m > : ' 0y =  có ba nghiệm phân biệt và 'y  đổi dấu khi x  đi qua các 
nghiệm đó. 

*  Khi đó ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là: ( )0; 1 ,A m −  

( )2; 1 ,B m m m− − + −  ( )2; 1C m m m− + − . 

4 , 2AB AC m m BC m= = + = và 21
.

2ABC A C BB
S y y x x m m= − − =
�

 

. .
1

4
ABC

ABAC BC
R

S
= =

�

( )4

2

2
1

4

m m m

m m

+
⇔ =

3 2 1 0m m⇔ − + =  

1

5 1

2

m

m

 =


⇔ −
=

 

Bài tập tương tự :  

Tìm m  để đồ thị của hàm số: 4 21 1
1

4 2
y x mx m= − + + có ba cực trị , ,A B  C  

sao cho tam giác nội tiếp được trong đường tròn có bán kính 1R = . 

Ví dụ 16: Tìm m để đồ thị của hàm số 3 2 23y x x m x m= − + +  có cực đại, 
cực tiểu và các điểm cực đại, cực tiểu  của đồ thị hàm số đối xứng nhau qua 

đường thẳng : = −
1 5

:
2 2

d y x . 

Giải : 
* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 
Cách 1 : 
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* Ta có 2 2 2 2' 3 6 ' 0 3 6 0 (1)y x x m y x x m= − + ⇒ = ⇔ − + = . 

hàm số có cực trị ⇔ (1) có 2 nghiệm phân biệt 1 2,x x  

⇔ ∆ = − > ⇔ − < <
2' 3(3 ) 0 3 3m m . 

phương trình đường thẳng 'd  đi qua các điểm cực trị là : 

2 22 1
( 2)
3 3

y m x m m= − + + ⇒  các điểm cực trị là :  

2 2 2 2

1 1 2 2

2 1 2 1
( ;( 2) 3 ),  B( ;( 2) 3 )
3 3 3 3

A x m x m m x m x m m− + + − + + . 

Gọi I  là giao điểm của hai đường thẳng d  và 'd  
2 2

2 2

2 6 15 11 3 30
( ; )
15 4 15 4

m m m m
I

m m

+ + + −
⇒

− −
. 

A  và B  đối xứng qua d  thì trước hết 22
' 2 2 0
3

d d m m⊥ ⇔ − = − ⇔ =  khi 

đó ( )−1; 2I và ( ) ( )1 1 2 2
; 2 ;  ; 2A x x B x x− − ⇒  I là trung điểm của AB ⇒A và B 

đối xứng nhau quad . 
Vậy 0m =   là giá trị cần tìm. 
Cách 2 : 

* Hàm số đã cho xác định trên � và có đạo hàm 2 2' 3 6y x x m= − +    . 

Hàm số có cực đại , cực tiểu khi phương trình ' 0y = có hai nghiệm  

phân biệt 
1 2
,x x  2' 9 3 0m⇔ ∆ = − > 3 3m⇔ − < < . 

Vi-ét, ta có 
2

1 2 1 2
2 , .

3

m
x x x x+ = =      . 

Gọi  ( ) ( )1 1 2 2
; , ;A x y B x y  là các điểm cực trị của đồ thị hàm số và I là  

trung điểm của đoạn AB .  
Đường thẳng AB có hệ số góc 

( ) ( )3 3 2 2 2

2 1 2 1 2 12 1

2 1 2 1

3

AB

x x x x m x xy y
k

x x x x

− − − + −−
= =

− −
 

( ) ( )
2

2

1 2 1 2 1 2
3

AB
k x x x x x x m= + − − + +  

2 2
2 2 6

4 6
3 3AB

m m
k m

−
= − − + =  

Đường thẳng ( )
1 5

2 2
y x= − ∆  có hệ số góc 

1

2
k =  

 Hai điểm ( ) ( )1 1 2 2
; , ;A x y B x y  đối xứng nhau qua đường thẳng ( )∆   
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khi và chỉ khi 
AB

I

 ⊥ ∆


∈ ∆
 

21 2 6
. 1 . 1 0

2 3AB

m
AB k k m

 −
⊥ ∆ ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = 

 
 i  

20 ' 3 6m y x x= ⇒ = −    i  

( )
( )

( )1 1

2 2

0 0 0;0
' 0 1; 2

2 4 2; 4

x y A
y I

x y B

 = ⇒ = ⇒
= ⇔ ⇒ −

= ⇒ = − ⇒ −

  

Dễ thấy ( )1; 2I − ∈ ∆  

Vậy 0m =  thoả mãn yêu cầu bài toán . 
Bài tập tương tự :  

Tìm m để đồ thị của hàm số ( ) ( )3 24 4 1 4 1y x m x m x m= + − − − + +  có cực 

đại, cực tiểu và các điểm cực đại, cực tiểu  của đồ thị hàm số đối xứng nhau qua 
đường thẳng : :d y x= . 

Ví dụ 17: Tìm m để đồ thị của hàm số 
2

1

x mx
y

x

+
=

−
 có cực trị và khoảng 

cách giữa hai điểm cực trị bằng 10 . 
Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên { }\ 1D = � . 

* Ta có 
2

2

2
'

(1 )

x x m
y

x

− + +
=

−
 

2' 0 2 0 (1)   ( 1)y x x m x= ⇔ − − = ≠  

Đồ thị hàm số có cực trị
' 1 0

1
1 2 0

m
m

m

∆ = + >
⇔ ⇔ > −

− − ≠
.  

Đường thẳng đi qua các điểm cực trị có phương trình 2y x m= − − ⇒  các điểm 

cực trị là: 
1 1 2 2
( ; 2 ),  ( ; 2 )A x x m B x x m− − − −  

2 2 2

1 2 1 2 1 2
5( ) 100 ( ) 4 20 0AB x x x x x x⇒ = − = ⇔ + − − =  

4 4 20 0 4m m⇔ + − = ⇔ =  . 
Vậy 4m =  là giá trị cần tìm. 
Bài tập tương tự :  

1. Tìm m để đồ thị của hàm số 
2 1

1

mx x m
y

x

+ − +
=

−
 có cực trị và khoảng cách 

giữa hai điểm cực trị bằng 3 . 
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2. Tìm m để đồ thị của hàm số 3 2 5 1y x mx x m= − + − +  có cực trị và khoảng 

cách giữa hai điểm cực trị bé hơn 2 . 

Ví dụ 18: Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số ( )
2 2 2

1

x mx
y f x

x

+ +
= =

+
có 

điểm cực đại, điểm cực tiểu và khoảng cách từ hai điểm đó đến đường thẳng  
: 2 0x y∆ + + =  bằng nhau. 

Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên { }\ 1D = −�   

* Ta có 
( )

2

2

2 2 2
' , 1

1

x x m
y x

x

+ + −
= ≠ −

+

 

Hàm số có cực đại , cực tiểu khi ( )'f x  đổi dấu hai lần qua nghiệm x  hay 

phương trình ( ) 2 2 2 2 0g x x x m= + + − =  có hai nghiệm phân biệt khác 1−  

( )
' 0 3 2 0 3

2 3 01 0 2

m
m

mg

 ∆ > − > 
⇔ ⇔ ⇔ < 

− ≠− ≠  
 

Gọi  ( ) ( )1 1 1 2 2 2
; 2 2 , ; 2 2A x y x m B x y x m= + = +  là các điểm cực trị của đồ thị 

hàm số thì 
1 2
,x x  là nghiệm của phương trình ( ) 0, 1g x x= ≠ . Theo định lý Vi 

ét 
1 2 1 2

2, . 2x x x x m+ = − = −  

Theo yêu cầu bài toán ( ) ( ) 1 1 2 2
2 2

, ,
2 2

x y x y
d A d B

+ + + +
∆ = ∆ ⇔ =  

( ) ( )
2 2

1 2 1 2
3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2x m x m x m x m⇔ + + = + + ⇔ + + = + +  

( ) ( )
2 2

1 2
3 2 2 3 2 2 0x m x m⇔ + + − + + =  

( ) ( )1 2 1 2
3 4 4 0x x x x m ⇔ − + + + =   

( ) ( )1 2 1 2
3 4 4 0x x m x x⇔ + + + = ≠  ( )

1
3 2 4 4 0

2
m m⇔ − + + = ⇔ =  

So với điều kiện, vậy 
1

2
m =  là giá trị cần tìm . 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số 
2 2 3 1

2

x mx m
y

x

+ − +
=

−
 có điểm cực đại, 

điểm cực tiểu và khoảng cách từ hai điểm đó đến đường thẳng  : 2 0x y∆ − =  
bằng nhau. 
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2. Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số ( )3 23 1 2 3y x m x m= − + − + có điểm 

cực đại, điểm cực tiểu và khoảng cách từ cực đại đến đường thẳng  

( ) : 2 3 0d x y− =  nhỏ hơn 11 . 

Ví dụ 19: Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số 
2 2

1

x mx
y

x

+ +
=

−
 có điểm cực 

tiểu nằm trên Parabol ( ) 2: 4P y x x= + −  

Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên { }\ 1D = �   

* Ta có  

( )

2

2

2 2
' , 1

1

x x m
y x

x

− − −
= ≠

−

. Đặt ( ) 2 2 2g x x x m= − − − . 

Hàm số có cực đại , cực tiểu khi phương trình ( ) 0g x =  có hai nghiệm  

phân biệt khác 1  
( )

( )
' 1 2 0 3 0

3
31 3 0

m m
m

mg m

 ∆ = − − − > + > 
⇔ ⇔ ⇔ > − 

≠ −= − − ≠  

 

Khi đó : 1 1

2 2

1 3 2 2 3
' 0

1 3 2 2 3

x m y m m
y

x m y m m

 = − + ⇒ = + − +
= ⇔
 = + + ⇒ = + + +


 

Bảng xét dấu : 
x  −∞                  

1
x                    1                       

2
x                     +∞  

'y              +         0       −                    −         0           +  

 

Dựa vào bảng xét dấu suy ra ( )1 3; 2 2 3A m m m+ + + + +  là  

điểm cực tiểu của đồ thị hàm số . 

( ) ( )
2

2 2 3 1 3 1 3 4A P m m m m∈ ⇔ + + + = + + + + + −  

3 1 2m m⇔ + = ⇔ = −  
So với điều kiện bài toán, ta có 2m = −  là giá trị cần tìm. 
Bài tập tương tự :  

1. Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số ( )3 21 1
2 2

3 2
y x mx m x= − + −  có điểm 

cực tiểu nằm trên đường thẳng ( )
5

:
6

d y x= . 
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2. Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số ( )3 23 1 3 2y x m x m= − + + −  có điểm 

cực tiểu nằm trên Parabol ( ) 2:P y x= . 

Ví dụ 20: Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số 

( ) ( )3 2 2 23 1 3 7 1 1y x m x m m x m= − + + − + − + −  có điểm cực tiểu tại một 

điểm có hoành độ nhỏ hơn 1.  
Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có ( ) ( )2 2' 3 6 1 3 7 1y x m x m m= − + + − + − . 

Hàm số đạt cực tiểu tại một điểm có hoành độ nhỏ hơn 1  

( ) ( )2 2' 3 6 1 3 7 1 0y x m x m m⇔ = − + + − + − =  có hai nghiệm 
1 2
,x x   thoả 

mãn điều kiện :  

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 2

1 3. ' 1 0

1 1 ' 0

1 2 2 3. ' 1 0

1
2

y

x x

x x y

S

 ⇔ − <



 < < ∆ >
 ⇔ < ≤ ⇔ − ≥  


 < 

 

( )

( ) ( )
( )

2

2
2

2
2

43 3 4 0
1

3
9 1 3 3 7 1 0 3 12 0
3 3 4 0 3 4 0
1 1 0

m m
m

m m m
m

m m m m

m m

 + − <
− < < 

 + − + − > − + > ⇔ ⇔  + − ≥  + − ≥  + < < 

 

4
1

3 4
14

3 1
4 41
3 3
0

m

mm
m

m m m

m


− < <


− < < < 

⇔ ⇔ ⇔ < ≤ − ∨ ≥ ≤ −


<

 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số ( )3 23 1 4y mx mx m x= − + + −  có điểm 

cực tiểu tại một điểm có hoành độ âm. 

2. Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số ( ) ( )3 21 1
1 1 2 3

3 2
y m x m x m= − − − + +  

có điểm cực tiểu tại một điểm có hoành độ lớn hơn 2 . 
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Ví dụ 21: Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số 

( )2 21 4 2
.

1

x m x m m
y

x

− + − + −
=

−
 có cực trị đồng thời  tích các giá trị cực 

đại và cực tiểu đạt giá trị nhỏ nhất. 
Giải : 

* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên { }\ 1D = �  . 

* Ta có  
( )

( )

( )

2 2

2 2

2 3 3
' , 1

1 1

g xx x m m
y x

x x

− + − +
= = ≠

− −

 

( ) 2 22 3 3g x x x m m= − + − +  

Hàm số có cực đại , cực tiểu khi phương trình ( ) 0, 1g x x= ≠  

có hai nghiệm phân biệt 
1 2
,x x khác 1 . 

( )

2

2

' 0 3 2 0
1 2

1 0 3 2 0

m m
m

g m m

∆ > − + − > 
⇔ ⇔ ⇔ < < 

≠ − + ≠  

 

Gọi  ( ) ( )1 1 2 2
; , ;A x y B x y  là các điểm cực trị của đồ thị hàm số thì 

1 2
,x x   

là nghiệm của phương trình ( ) 0, 1g x x= ≠  . 

Khi đó 
2 2

1 1

2 2

2 2

1 3 2 1 2 3 2
' 0

1 3 2 1 2 3 2

x m m y m m m
y

x m m y m m m

 = − − + − ⇒ = − + − + −
= ⇔
 = + − + − ⇒ = − − − + −


 

( ) ( )2 2

1 2
. 1 2 3 2 1 2 3 2y y m m m m m m= − + − + − − − − + −  

( ) ( )
2

2

1 2
. 1 4 3 2y y m m m= − − − + −  

2

2

1 2

7 4 4
. 5 14 9 5

5 5 5
y y m m m

 
= − + = − − ≥ − 

 
 

1 2

4 7
min .

5 5
y y khi m⇒ = − =   

So với điều kiện , vậy 
7

5
m =  là giá trị cần tìm . 

Bài tập tương tự :  

1. Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số 3 2 23 4 2y x x m m= − + + −  có cực trị 
đồng thời  tích các giá trị cực đại và cực tiểu đạt giá trị nhỏ nhất. 
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2. Tìm giá trị của m  để đồ thị hàm số 3 2 23
1

2
y x x m m= − + + − +  có cực trị 

đồng thời  tích các giá trị cực đại và cực tiểu đạt giá trị lớn nhất. 

Ví dụ 22: Tìm các hệ số , , ,a b c d   sao cho hàm số ( ) 3 2f x ax bx cx d= + + +  

đạt cực tiểu tại điểm 0,x = ( )0 0f =  và đạt cực đại tại điểm ( )1, 1 1x f= = . 

Giải : 
* Hàm số đã cho xác định và liên tục trên � . 

* Ta có ( ) ( )2' 3 2 , '' 6 2f x ax bx c f x ax b= + + = +   

 i Hàm số ( )f x đạt cực tiểu tại 0x =  khi và chỉ khi  

( )
( )

( )
' 0 0 0 0

1
2 0 0'' 0 0

f c c

b bf

  = = =  
⇔ ⇔  

> >>    

 .  

 i Hàm số ( )f x đạt cực đại tại 1x =  khi và chỉ khi 

( )
( )

( )
' 1 0 3 2 0

2
6 2 0'' 1 0

f a b c

a bf

 = + + = 
⇔ 

+ <<  

  

( )
( )

( )
0 0 0 0

      3
1 11 1

f d d

a b c d a b cf

  = = =  
⇒ ⇔  

+ + + = + + ==    

.    

Từ ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3 suy ra 2, 3, 0, 0a b c d= − = = = . 

Ta kiểm tra lại ( ) 3 22 3f x x x= − +  

Ta có ( ) ( )2' 6 6 , '' 12 6f x x x f x x= − + = − +     

( )'' 0 6 0f = > . Hàm số đạt cực tiểu tại 0x =  

( )'' 1 6 0f = − < . Hàm số đạt cực đại tại 1x =  

Vậy : 2, 3, 0, 0a b c d= − = = = . 
Bài tập tự luyện: 

1. Tìm các hệ số , ,a b c   sao cho hàm số ( ) 3 2f x x ax bx c= + + + đạt cực trị 

bằng  0  tại điểm 2x = −  và đồ thị của hàm số đi qua điểm ( )1;0A . 

2. Tìm các hệ số ,a b   sao cho hàm số ( )
2ax bx ab

f x
ax b

+ +
=

+
đạt cực trị tại điểm 

0x =  và 4x = . 
Dạng 4 : Ứng dụng  cực trị của  hàm số trong bài toán đại số . 
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Ví dụ : Tìm tất cả các giá trị thực của m  để phương trình sau có một số lẻ 

nghiệm thực:  2 2
(3 14 14) 4(3 7)( 1)( 2)( 4)x x x x x x m− + − − − − − = . 

Giải : 

( ) ( ) ( ) 3 2( ) 1 2 4 7 14 8f x x x x x x x= − − − = − + −  

( ) ( )
2

2( ) 3 14 14 4 3 7 ( )g x x x x f x= − + − −  

( )xg là đa thức bậc 4  với hệ số của 4x  là  3− .  

( ) ( ) ( )

2

2

'( ) 3 14 14

'( ) 2 3 14 14 6 14 12 ( ) 4 3 7 '( ) 12 ( )

f x x x

g x x x x f x x f x f x

= − +

= − + − − − − = −
 

'( ) 0 1; 2; 4.g x x x x= ⇔ = = =  

(1) 9; (2) 4; (4) 36.g g g= = =  

Bảng biến thiên của ( )xg . 

x  −∞                  1                2                      4              +∞          
'( )g x         +             0       −      0          +          0        −  

( )xg  

 9                                       36  
 

                                         4  
−∞                                                                        −∞                                 

 
Từ bảng biến thiên cho thấy phương trình ( )g x m=  có một số lẻ nghiệm  
khi và chỉ khi: 4; 9; 36.m m m= = =  

Darkangelandlove
2


